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MÉCANIQUE ANALYTIQUE 

. • 

ET 

MÉCANIQUE ONDULATOIRE 


Par M. Gustave JUVET, 

Urofesseur ;» IT niversité du Lausanne. 


INTRODUCTION. 

La Mécanique ondulatoire créée par MM. L. de Broglie (H 
E. Schrodinger a des racines profondes dans la Mécanique analy- 
tique classique. Ses géniaux fondateurs ont montré comment leurs 
nouvelles conceptions s’apparentent aux idées esquissées il y a un 
siècle par Ilamilton [27, 28]. Interprétant le principe d’Hamilton et 
celui de Maupcrtuis, ils ont montré comment la notion d’onde peut 
être juxtaposée, en Mécanique classique, à celle de trajectoire. 
L’avance prodigieuse de ces découvreurs dans les nouveaux pays 
qu’ils ont acquis à la science, les a éloignés considérablement des 
principes qui avaient guidé leurs premières tentatives. La Mécanique 
ondulatoire a pris un aspect si différent de celui qu’avait la Méca- 
nique analytique que, malgré les exposés qu’on en a donnés pour 
faire voir la solidarité de la théorie de Jacobi-Hamilton avec celle des 
ondes de de Broglie et de Téqualion de Schrodinger, et nous pensons 
ici à la belle Introduction à V étude de la Mécanique ondulatoire 
de M. L. de Broglie lui-même, le néophyte sera toujours plus frappé 
par les différences que par les ressemblances et il sera plus séduit 
par les succès des nouvelles théories en physique quantique que par 
leurs glorieuses origines. 
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Cependant, si Ton utilise, avec les travaux d^Haïuilton, ceux de 
Delà ssus, de Beudon et de M. Hadamard sur les caractéristiques des 
équations aux dérivées partielles du second ordre, on peut montrer, 
qu^avant même la naissance de la physique quantique, il eut été 
possible, à un esprit subtil, ami des belles formes mathématiques, 
de créer, nous ne disons, pas la Mécanique ondulatoire, mais un 
cadre dans lequel il eût été ensuite naturel de placer le principe de 
quantum et les ondes de de Broglie. 

Il est facile, dira-t-on, de prophétiser après coup. La tentation est 
cependant bien forte de montrer derrière la discontinuité des 
démarches du génie, la continuité des ellbrts d’un esprit immanent au 
monde savant. 

Et même si Ton nie cette continuité, si Ton ne veut voir dans cette 
conception de Thistoire (|u’une manifestation d’une espèce d’esprit 
d'escalier, il faut bien qu'on reconnaisse l’utilité — disons pédago- 
gique — des tentations qui ont pour but de rechercher cette conti- 
nuité. V dire le vrai, l’origine de ce fascicule est précisément un 
cours de physique mathématique dans lequel nous avons cherché à 
montrer, à des auditeurs ([ui étaient très au fait de la Mécanique 
analytique et de l’Optique physique, comment il était possibh* 
d’arriver sans heurt au seuil même de la nouvelle Mécanique. Nous 
nous rappelons le bel essai où M. Levi-Givita avait fait voir 
naguère [21] comment on peut passer, par des approximations 
élégamment arrangées, de la Mécanique de Newton à celle d’Einstein. 
Inspiré par cet exemple, nous avons cherché, à notre tour, à faire 
voir comment il est possible de passer, sans sortir des voies ancienne- 
ment connues de la Mécanique analytique, à la brillante et audacieuse 
Mécanique ondulatoire. 

C’est à M. Vessiot que l’on doit un exposé parfaitement rigoureux 
et élégant de l’interprétation de la théorie de Jacobi-Hamilton par le 
moyen des concepts de la théorie des ondes. Nous suivrons, dans les 
deux premiers chapitres, les deux Mémoires [39, 40] écrits en 1906 
et i()0() par M. Vessiot et tout particulièrement le second dont nous 
donnons un résumé assez étendu. Le principe des ondes enveloppes 
y est exposé avec une rigueur qu’on ne trouve guère dans les traités 
de physique et son importance pour l’intégration des équations aux 
dérivées partielles y est mise en pleine lumière. Nous avons laissé de 
côté, comme peu utile pour notre but, les conséquences relatives 
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aux principes de moindre action, tirées par l’aiitenr de ses principes; 
mais si nous en avions eu la place, il eut été facile de montrer en 
passai^t la parenté du principe de Fermai et du principe de Mau«- 
pertuis. Nous insistons davantage sur le problème des géodésiques 
dont rimporlance est grande pour la gravitation et nous rappelons la 
forme jacobienne des équations du mouvement de Télectron. 

Le troisième chapitre est relatif aux découvertes de Beudon. 
Delassus et M. Hadarnard sur les équations aux dérivées partielles 
de second ordre. Nous introduisons la notion de caractéristique, 
celle de bicaractéristique et nous montrons que les caractéristiques 
défînissenl le§ surfaces d^*gale phase dans une propagation d^ond(*s 
périodiques dont la fréquence est infinie. 

Ayant ainsi, d’une part, attaché selon M. Vessiot, une propagation 
d'ondes à tout mouvement défini par la dynamique analytique, el, 
d’autre part, selon M. Hadaniard, attaché des trajectoires, à l’approxi- 
mation, dite (le l’optique géométrique, aux équations aux dérivées 
partielles du second ordre, il était loisible de faire une synthèse 
ondulatoire de la Mécanique et nous avons rappelé à ce propos 
quelques tentatives pour fonder dans une théorie uni lai re l’électro- 
magnétisme et la gravitation et par surcroît celle des ondes matérielles. 
Mous avons vite abandonné ces spéculations pour exploiter, par 
l’idée de périodicité, la théorie de M. Hadarnard; grâce à l’équation 
du second ordre la plus simple que l’on puisse attacher au mouve- 
ment d un électron dans un champ électromagnétique, nous avons 
pu faire voir, d’une part, comment la notion de probabilité peut 
s introduire dans ces théories classiques, grâce à l’idée due à M. L. 
de Broglie, d’un fluide fictif défini par une classe de mouvements 
et d'autre pari comment, sans heurt, l’introduction de la constante 
de Planck relie la fréquence hypothétique des ondes matérielles à 
l’énergie bien réelle des particules par le principe de de Broglie. 
Lnfîn le rappel de la notion de vitesse de groupe fait voir que des 
ondes dispersées transportent de l’énergie à une vitesse qui n’est pas 
celle de leurs phases, mais précisément à une vitesse égale à celle du 
point matériel au mouvement duquel elles sont attachées. Ainsi se 
teiaiiineiit les dernières ramifications où un historien un peu habile 
ou un pédagogue subtil peuvent apercevoir l’une des racines 
maîtresses de la Mécanique analytique, se mêlant et peut-être s’anas- 
tomosant à celles de la nouvelle Mécanique. 
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CHAPITRE 1. 

LA PROPAGATION DES ONDES ET ^INTEGRATION DES ÉQUATIONS 
AUX DÉRIVÉES PARTIELLES DU PREMIER ORDRE ( ^ ). 


Principe des ondes enveloppes. 

1 . Soit un espace euclidien E„, ensemble des points P , . . . , 

ou P(.^) plus simplement, rapporté à un système d’axes rectangu- 
laires. E„ est un milieu dans lequel certains ébranlements se pro- 
pagent par ondes. Cela signifie que les points de E^ peuvent acquérir 
instantanément une propriété; si cette propriété s’est manifestée, à 
l’instant en tous les points d'une multiplicité jri, elle cessera, aux 
instants suivants, d’appartenir aux points de JTl, et se manifestera, 
en ^ -f- aux points d’une autre multiplicité JH'. L’apparition de la 
propriété en un point {x) s’appelle un ébranlement] toute multipli- 
cité, lieu de points ébranlés à un même instant, est une onde. 

Nous posons le principe suivant : 

La multiplicité JTl' est déterminée par la nature du milieu (relative 
à la propriété considérée), par l’instant par l’intervalle et par la 
multiplicité JTl. 

2. On définit la nature du milieu en se donnant le système des 
ondes dérivées (ou des ondes élémentaires) qui ont pour origines les 
divers points du milieu à l’instant t. Soit P(^) le seul point ébranlé 
à l’instant en t -h Aif, le lieu des points ébranlés est une multipli- 
cité M(xjt^ At) dont on dit que P est Vorig^ine, ou qu’elle est issiw 
de P; on en prend l’homothétique relativement à P, dans le rap- 

port et l’on fait tendre At vers zéro. La multiplicité limite, si elle 

existe — ce que nous supposons être le cas — est justement Vonde 
dérivée qui a P pour origine, à l’instant /. 


(') Pour un exposé des divers aspects de la ngtion d’onde, on se reportera à 
rexcellent article de MM. Levi-Civita et Amaldi [20] à l’amabilité desquels je dois 
d’en avoir eu la primeur en épreuves. 
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Lliomolhétiqiie de. Tonde dérivée, relativement à P, dans le rap- 
port dt est \onde élémentaire^ ayant P comme origine, et corres- 
pondant à r instant t. 

En géiicral le système des ondes dérivées dépend de t {régime 
variable)] mais il peut arriver qu’il en soit indépendant {régime 
permanent). 

Nous supposerons, ce qui est le cas le plus fréquent dans les appli- 
cations, que chaque onde dérivée a 00 "“' points. 

3. La propagation esl régie par la loi suivante, dite des ondes 
enveloppes : 

Soit yCi une onde quelconque, à Tinstant t] soit JW Tonde qui en 
provient à Tinslant t-\-dt. Chacun des points P(vr) de s'il était 
ébranlé seul à Tinstant aurait émis, au bout du temps dl, une onde 
élémentaire M(.r/C dt) \ Tenveloppe JW de toutes les ondes élémen- 
taires, issues à Tinstant t de tous les points de Jü représente JII', 
aux infiniment petits près d^>rdre siipérieur à Tordre de c//, considéré 
comme Tinfiniment petit principal. 

Nous n’insislerons pas sur la dillérence entre Jït' et Jt!", ni sur la 
non-contradiction du principe des ondes enveloppes. On peut 
établir en toute rigueur, comme JVL Vessiot le fait, que la représen- 
tation de JYL' par J\V' est une véritable identification qui n’implique 
pas contradiclion. Un lecteur averti lira cela derrière les calculs qui 
suivent. 


4. Soit (’• ) 

ifih— 1 

Téquation d’un plan rapporté à un système d’axes rectangulaires 
ayant T(.^) comme origine et parallèles aux axes de E„. Les sont 
les coordonnées ponctuelles courantes. 

L’équation 

H( ^ 1 .X’i, . . Xn \ Ui, , . Un) = O 

ou 

H( / I I ) = O 


(^) Lorsque deux indices sont égaux dans un monome, on doit entendre qu’il 
faut sommer de i à n par rapport à cet indice commun, sauf mention expresse du 
contraire. 
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osl l'équation tangenüelle de Tonde dérivée issue de rapporlécî 

précisément au système d’axes ayant P comme origine. 

Le plan langenl à Tonde élémentaire est 

Iti^i (It = O 


et par suile Téquatiou tangentieîle de Tonde élémentaire est 

H( / 1 .r I // fit ) = O. 

En prenant d(‘s coordonnées homogènes U|, Uj, .... 
telles que 


Toqualion tangentieîle, une fois posée — i, el de nouveau 

(J/ — i//, s’écrira 

:: ( / I .r I /< ) = I ; 

7: est homogène de degré» i en les w/. ce qui revient à définir cette 
fonction par Tidentih* 

fw’onde éléiuentaii e aura pour équation 

r,{ f ' X \ U ) fit = I . 

J^es coordonnées du poini de contact du plan p{ff) avec Tonde 
dérivée soni 

fhfi 

et avec Tonde élémentaire 


les rap[)orts des Ui entrent seuls dans ces expressions, car elles sonI 
de degn» zéro en les Uji elles donnent donc les coordonnées du point 
de contact d'nn [>lan tangent parallèle à un plan donné. Il y a, en 
général, |)lusieurs fonctions tt, elles représentent les diverses nappes 
de Tonde dérivée, séparées de manière que chacune d’elles n'ait qu’un 
plan tangent parallèle à un plan donné. 

Rapportées au système d’axes primitif, les coordonnées du point 
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de contact du plan tangent à Ponde ('démentaire sont 




àTz(t\x\ g) 
àqi 


lV‘qiiation de ce plan tangent étant 

w/(X/ — Xi) — 1 = 0 
ou 

qiXi — i = O 

et Poil voit (jue Péquation tangentielle de Ponde élémentaire est 
(n ::(t\xlq)dt-hÇiXi = i. 


O. Il faut chercher Penveloppe de toutes les ondes élémentaires 
représentées par cette dernière équation lorsque P(^) décrit Jît. 

Soient /><, les paramètres directeurs de la normale au plan 

— ^ 

tangent à JTl en P; pour un déplacement ôl* sur JTL, on a 

Pi ^Xi = O, 

mais, on aura aussi 


OXi 


(Ji OXi 


O 


et celte équation doit être une conséquence do la précédente pour tous 
les dx’i qui y satisfont. Donc 


(Jr.(t\x \q^ 
Oxi 


-s- <7, = ////>/. 


ni étant un facteur qui se détermine en tenant compte de (i). 

H est facile dès lors de voir que parmi les éléments de contact 
communs à Ponde élémentaire (i) et à toutes les ondes infiniment voi- 
sines, il y en a un et un seul qui tend, lorsque dt tend vers zéro, 
vers Pélément de contact (J7^, . . . , Xnlp\^ . . . , /^/?) de Ponde Jfl. 

Si Poil astreint les pi qui sont définis par leurs rapports, à vérifier 
Péqua lion 

(‘^) T.{t\x \p)=z\. 

ils seront parfaitement définis. Si {x'jp') sont les coordonnées de 
Pélément de contact qui tend vers (xjp) lorsque tend vers zéro, on 
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posera encore pour définir les : 

et si Ton désigne par dxi la partie principale Ad x) — par dpi celle 
de p'i pi^ il est facile de voir que 

()pi 

() rAt\x\p) 


dpi ~ — 


()Xi 


- dt Pi dix, 


dix étant un infiniment petit, qui se détermine en tenant compte de 
ce que 


on trouve 


r)7Z , fh , dz - 

~ dt H ; — dx i — ; — dpi — O ^ 

àt àxi dpi 

d\X = r- dt. 

^ àt 


Dès lors : 

A chaque élément de contact (ot^jp) d'une onde JTi, considérée à 
l'instant Z, correspond sur fonde infiniment voisine qui en résulte au 
bout du temps dt^ un nouvel élément de contac^t, qui est donné, aux 
infiniment petits prés du second ordre, par les formules : 


H) 

( 4 ) 


dpi 


\dT.it\x\p) 6^ ;:(7 I j:’ I /?)] 


en supposant qu^on ait toujours 

TAt\x\p)=^l. 

Si fon revient à l’équation non-homogène 

H ( f I I /> ) =: O, 

on aura, en posant 


Pi 

\Vi = t ^ 


les identités 


àll(t\x\ 


U’i 

n ( ^ 1 X 1 w ) 

à- 

àt 



àiVi 

~di 

àYi{t\x\ 

L^) _ 


u/) 

àr. 

ÔXk 


T. 

àwi 

àxk 

f)n(t\x 

1 H*) _ 

Wi 

à \\{t\x\ w) 

àr. 

àwk 


àwi 

àpk 


= O 
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qui se réduisent, si 

r^it \x\p)^i 


à des formes simples que nous n’écrirons pas, et les équations qui 
définissent les dxi et les dpi prennent la forme 


( 3 'X U') 
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Intégration. Théorie des caractéristiques. 


6 . Connaissant une onde origine donnée àTinslant^oj trouver 
Tonde JTl qui en résulte à Tinstant (, Tel est le problème général de 
la propagation par ondes. On imagine que tTTl se déduit de JTLo par 
l’intégration des équations différentielles obtenues plus haut, la 
donnée définissant les conditions initiales. Ce qui rend Tinlé- 
gration un peu compliquée, c’est que les équations différentielles ( 3 ) 
et ( 4 ) sont accompagnées de l’équation (2). 

On voit immédiatement que si (2) est vérifiée par les conditions 
initiales, on aura toujours 7r(/ ] |/?) = 1 . en vertu des équations 

diflérenlielles elles-mêmes pour chaque instant car 


, ôt: ^ ÔT. , 

d{T. — I ) = dt -H dXi - 
ât axi 





âr^ 


dt 


Dès lors, la fonction tt — i satisfait à l’équation homogène 


di r. — I ) 
dt 


-h :il( T. l) = O 





et Tou voit que, si (t: — 1)0 — o, on aura toujours tt — i — o quel que 
soit t. 

L’équation 

K{t\x\p)^l 


(^) Ne pas sommer. 
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est iii variante par la transformation 

(5) .r/= 

( 0 ) 

qui définit l'intégrale générale de (3) et (4)» c^esl-à-dire Tintégrale 
qui, pour t ~ se réduit à 

Pi = P'i- 

Remarquons, en passant, que les fonctions A/ et les rapports des 
fonctions B/ sont homogènes do degré zéro par rapport à />®, . . . , 

On le démontre en substituant dans (3) et (4)? A, à xi et /nB/ à /?, ; 
on voit d’abord que 

dm = mM — rn)Tii dt. 


On déteriuine l’intégrale M de cette équation qui se réduit 
pour t = /(,, à la constante m«. Les fonctions 

constituent la solution de (3) et (5) qui est définie par les conditions 
initiales 

./•/= xf, />/= mo/J? ; 

mais cette solution est évidemment donnée par les équations 

j'f = 1 j I niQ /?•’ 1 /u )j 

= B,-( / I .r» I I h), 

donc 

A/( ^ I I />“ I ^0 ) = A/( ^ I I nu , /;'» ] 

j .r'* j /?„ I /o > = B/(/ i .•r<* | niy,p^ | ), 

ce qui démontre notre assertion, 

7. Les x^] et les constituent la multiplicité JTlo ; montrons que 
les formules (5), ((>) qui définissent l’intégrale de (3). (4) définissent 
à chaque instant une multiplicité JTL, Il suffit de démontrer que 
l’équation 

Pi OXi = O 

esi invariante par la transformation (5), (6), â étant un s^’mbole de 
différentiation indépendante de rf, en particulier dàxi= ddxi. 



MÉCANIQUE ANALYTIQUE ET MÉCANIQUE ONDULATOIRE. 


Il 


On voit immédiatement que 

) =: O, 

en vertu des équations différentielles (3) et (4) elles-mêmes. Si donc 
les x^i et les />• sont des fonctions de n — i paramétres «<. . . . , 
vérifiant la relation 


les fonctions 


^ = A/, y?/= B/ 


seront des fonctions des mêmes paramètres vérifiant la relation 


Pi O, 


où ô est un symbole de différentiation provenani des variations des a 
seulement. 

La transformation (5) et (6) où / et des constantes arbi- 

traires change* toute multiplicité en une luultiplicité. C’esl une tranS'- 
formation de contact. 


7. Ou appelle trajectoire ou rayon le lieu des points dont les 
coordonnées sont 

./•/= .rJI |/;V | h ), 

lorsque t varie seul, les grandeurs .r/, p% /u étant constantes. A 
chaque point de la trajectoire correspond un instant mais: ce poini 
n^est considéré qu'à Tinstant qui lui correspond. 

Par chaque point de la trajectoire passe un élément <le contact 
défini par les équations 

Pi = t\x^\ I /é/, . . . . />X I ^0 ); 

on a d^ailleurs 

(l.Vj _ ()t, 

(U f) pi ’ 

ce qui montre que le point d’une trajectoire, qui existe à 

l’instant t, est, à cet instant, l’origine d’une onde dérivée, et la direc- 
tion de la trajectoire en P(^) est celle qui va de P au point de con- 
tact du plan tangent à l’onde dérivée qui est parallèle à l’élément de 
contact porté par le point P(^) de la trajectoire, à l’instant t. 
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l/ensemble d’une trajectoire et des éléments de contact ainsi portés 
par ses points est une caractéristique. Les équations (5) et (6), où t 
varie seul, définissent une caractéristique. 

Ou comprendra aisément dès lors l’énoncé suivant : 

Une multiplicité M à un instant t résulte du transport simultané 
des éléments de contact d’une multiplicité JTlo donnée à l’instant 
Ce transport est défini spatialement et temporellenient par les carac- 
téristiques qui ont pour éléments, à l’instant ^o* los éléments de con- 
tact de Jtlo. 

8. La famille des niiiltiplicités OlVqui résulte de la multiplicité tTIl,,, 
par le transport au moyen des caractéristiques, (‘t la famille d(*s 
ondes «711' issues, dans le mode de propagation (uivisagé, de t711^, sont 
telles que l’on passe, dans chaque famille, d’une multiplicité à la mul- 
tiplicité infiniment voisine grâce à la variation définie aux équa- 
tions (3) et (4), (2) étant toujours satisfaite, et l’on voit ainsi que le 
principe des ondes enveloppes n’implique pas contradiction; — 
il reste à prouver que ces deux familles sont identiques. 

On va démontrer ce fait eu remarquant que la famille des i71I' est 
la stude qui soit définie par la variation (3) et (4), (2) étant satisfaite. 
Imaginons, en eflel, qu’une famille de undtiplicilés soit définie par 
Téquation 

(7 ' . . ., Xn) — ^ 

t étant le paramètre variable d'une multiplicité à rautre. Soit 

àXi ' 

et 

ziF I Xi, . .,,Xn I Pl, . . ., P«) = 

Posons, pour un élément de contact de (7), 



7: 


(2) sera vérifiée par ces valeurs. De plus, on tire de (7), en tenant 
compte de (3) 

di = P( Pi~dt =Pi^d(=r. dt, 

dpi dVi 
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car les dérivées ^ ne dépendent que du rapport des pi, qui est celui 

des Vi, et par conséquent, elles sont égales aux dérivées : de plus 
TT est homogène de degré i en les P/. On voit donc que 

( 9 ; n = i . 


Par suite 


Ou trouve, en vertu de (4). 


Pi - P/. 




( ÔT. T) \ J 


OU 

(l- 1 ’ / itr, i)z. àF 

().ri()xk ^ () V Oxi 

c'est -à- dire 

<)r. à\* /■ i)r, ()r. àV 

OV !; Oj'i (),V I ()Xi 



Or ces équations écrites en tc‘nant compte de (3) et (4) résultent 
(le ( 9 ) par différentiation relatiN einent kXi, On a ainsi démontré que 
les relations (3) et (4 ) résultent d(* la différentiation de ( 7 ) et do ( 8 ). 
I^a famille ( 7 ) satisfait <à rétjuation aux dérivées partielles 



! ./i r\ 


f)V 
f)x 1 





qui u'c'st que l’équation ( 2 )<>ù l^on a posé 


/^/ = 


()t 

<)Xi 


Comme l’équation aux dérivées partielles du premier ordre la plus 
générale 

(II) H ( / I .r 1 , . . . . Xn \p\ />„ ) = <) (^pi — ^ ^ 


se ramène à la forme ( 10 ). on voit que la théorie des caractéristiques 
permet de construire, en intégrant (3) et (4 )î ou (3'), ( 40 » solu- 
tion de (il) prenant la valeur donnée en tous les points d’une 
multiplicité «TTlo arbitrairement choisie. ' 

Qu’il n’y en ait qu’une, c’est ce qui résulte de l’analyse suivante. 


MKMORIAL DBS 8C. MATH. 
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f) F 

Soit la famille » 9 TL délinie par (7) satisfaisant à (9) où P/ — Par 

chaque point P (a?) de E,i, passe une J\t et une seule à laquelle cor- 
respond une valeur de t. Construisons Tonde dérivée issue de P à cet 
instant, menons le plan qui lui est tan}»ent et qui est parallèle au plan 
tangent en P à Jll et menons la droite qui joint 1^ au point de con- 
tact Q. En chaque point de on a une direction D; il existe une» 
famille de courbes tangentes en chacun de leurs points à la direclioii 
correspondante. V chaqm* poinl correspond aussi une valeur de f et 
un élément de contact, celui de la multiplicité (|ui y passe, je dis 
que, par là, on a détini des caractéristiques el ainsi toiile famille (7 ) 
satisfaisant à (9) est fournie par la construction du paragraphe 6. 

Les courbes dont il vient de s'agir soni en effet d(‘s courbes inté- 
grales du système 



et l’on en tire en vertu de (8) 

//F = P, =. T, dt dt. 

d’où (7), pourvu que . . . , satisfassent à (7). 

Les éléments de contact sont définis par hvs équations 

(i-i) Pi— P/. 

je dis qu’elles entraînent les équations (4) c est-à-dire qiTon doit 
avoir en vertu de (7), (9), des équations 

et de (12) 

ou 

pu encore 

car 




rVF 

dxf 


dPi dr: Otz di: 

àPl dxi ‘ " 


fjK 


diz 


du dŸ k 


d¥ dxi dxi d^k dxi 

dxk dxi 
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Mais cela W*sulte de (9) par dérivation relativement à Xi. et (9) est 
identiquement vérifiée par hypothèse. 

Toute solution de (9) prenant la valeur /o? divers points 

d’uue Jllji,. s’ohlieiit par la construction du paragraphe 6 au moyen 
des caractéristiques: il n'y a par suite qu’une seule solution satis- 
faisant à cette condition initiales 

A toute équation aux clérii ées partielles du premier ordre cor- 
respond une propagation d’' ondes et réciproquement. 


Théorème de Jacobi. 

0 . Théorème de Jacobi. — Si Ton rcunarque que la transforma- 
tion (T)), (6) opère sur l’élément de contact sans qu’on ait à 

préciser qu’il appartient à /)Tlo, on peut affirmer alors que si deux 
ondes origines ont un élément de contact commun, les ondes qui en 
proviennent à un instant quelconque ont aussi un élément de contact 
commun, qui (îsl le transformé du précédent, et, dès lors, on voit sans 
peine que le principe des ondes enveloppes est rigoureusement 
vérifié pour une variation finie du hunps. In onde iTll, au temps /, est 
donc l’enveloppe des ondes émises en et considérées à l’instant 
par tous les points de c^lCo; si donc on connaît ces dernières, on peut 
sans intégration connaître 

11 y a plus. Imaginons que I on connaisse la propagation de cjo" 
ondes origines (|U(dconques ; ce sera évidemment par la donnée d’une 
intégrale 

/ := G< .ri ,/•„ \ a i an ) 

d(‘ l’équation auv dérivées partielles (10), dépendant de n constantes 
arbitraires qui, si elles sont essentielles, servent à définir 00'' ondes 
et, par conséquent, G est une intégrale complète de (10). 

11 y a C 30 -" ’ éléments de contact dans l'espace; pour Z — on 
pmit tous les déterminer : chacun d’eux est défini comme commun à 
la multiplicité 

(l’i) ./; 1 </ I 

et à toutes celles qui en rcsultenl par les variations infiniment petites 
des ai liées par une seule relation 


bi oai=^ O. 




qui se réduisent à a/i — i définissant un seul clément de contact 
lorsque les rapports des bi sont donnés; réciproquement, rélément 
de contact étant donné, on tire de là les ai et les rapports des 6/. 

A Tins tant il correspondra à cet élément un élément commun 
aux multiplicités issues des premières et qu’on obtient en donnant 
à G la valeur / et en fixant les a, et les 6/ comme il a été dit. Des 
lors, les équations 

(i4) (jif.r \ n) = t. ~ — ~ inbi. pi^ h 

ftai ()j'j 


définissent cet élément et, par suite aussi, si l’on y (‘unsidére les Ui 
et les rapports des hi comme — i constantes arbitraires, elles 
représentent les équations générales des caractéristif|ues 

possibles; elles donnent l’intégrale générale des équations différen- 
tielles des caractéristiques et sont équivalentes aux équations (5) 
et (6). Ces propositions constituent le théorème de Jacobi sur l’in- 
terprétation des équations des caractéristiques. 

Si iTTlo est donnée comme l’enveloppe de oo"~' multiplicités ( 12 ), 
les ai vérifiant l'équation 



l’onde D^X à l’instant t sera l’enveloppe des oo"”' multiplicités 

/ = (1 ( ./; I a ) 

avec<^(a) — O. 


10. Dans le cas du régime permanent, les équations 

æ„ I />,. p„ ) = O 

ou 

Xn |/>,. />„ ) = I 

ne contiennent pas /. INoiis laissons au lecteur le soin d écrire les 
équations des caractéristiques et de remarquer (pie leur intégrale 
générale a la forme 

.r/= €1/ (/ — /,) I I />■’ 

Pi= h\æ^\p'^ ). 



MÉCANIQUE ANALYTIQUE ET MECANIQUE ONDULATOIRE. I7 

L'onde émise à l’instant t par Jîlo ne dépend que de l’inter- 
valle t — non de \ un élément de contact est toujours trans- 
porté par la même trajectoire quel que soit l’instant auquel il part de 
sa position initiale. 

La famille des transformations de contact qui donnent la loi de la 
propagation forme alors un groupe à un paramètre t — (^/* Lie 

{25etî26].) 

Trajectoires. 


11. Trajectoires. — On peut définir les trajectoires indépen- 
damment des éléments de contact qu’elles transportent ; il suffit 
d’éliminer les pi des équations (3), (4) et ( 2 ). 

On y arrive aisément en partant de l’équation ponctuelle de Tonde 
dérivée issue de P(æ'); soit 

( l 5 ) ü{t\ .r,. . . Xn I Çj; . . In) = I, 

cette équation écrite sous forme homogène de degré i en les Les • 
coordonnées du plan langent à cette onde en . . . , sont 

de même que 

^ _ () r^{t\x \u) 


étaient les coordonnées du point d(; contact du plan tangent de 
coordonnées Ui, 

Récrivons les équations (3) et (4) t*n désignant les dérivées, par 
rapport à par des accents 


(3') 


x'i = 


()- 


(^Pi 





-Pi 


Ot. 

Vf 


Les équations (3') et ( 2 ) sont équivalentes au système 


(16) 


Q ( ^ I I ) = I , 



Û( / 1 .r 1 x' ) 
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D^autrt* part, de l’identité 


ou tire 


ou 



M f)-r, 

()f fh'). fJpji t)t 


i)ü f^T, 


mais est lioinogént» d(‘ degré i eu l(‘s pi, dés lors 

/Ai ÔT, 

_ ■ H- --- = <> ;■ 

<U àt 

puis, de inéiiu*, 

/Ai f)- 

h - f). 

//./•/ /A^•/ 


el les é(|uatious ( 4 ) d(*vieuueut 


//-^ 

f)x) /Ai /Ai àil 

rit fit r)j< (ij'i 


liCs trajectoires sont doue déliuics par l(* système (i6 ) (‘I (i^), ejui 
est surabonda ut. Pour le simplifier, remarquons que. Q> étant homo- 
gène eu les j ) , 


() iu t ! ./• : X 

1 /i li ( / X 1 (ix : 

1 


f) fi Xi 


Q( / 1 ./■ 1 ./•' 

1 /> li ( / ./• 1 fix j 

1 1 

(J Xi 

fiXi 

///’ 

fi Ü{ f \ X x' \ 

1 f) ii( t \ X \ fix ) 

1 

ôt 

~ fit 

7/7’ 


et si l’on pose 


0, = lit / , ./• ; fi JT '). 


OU aura, au lieu de ( i"), 

1 I O ) fl — ; — — — . — - — r— . — ' = < ) , 

// fix I f)t fi fiXi ()X i 

Eu multipliaul par dj-i el sommaul par rapport à e. il vi(*ut : 
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Donc, (^n rcglnu? variable, les Irnjoctoires sont (loliiii(‘s par lo 
système (i8) aussi bien quant à l(*ur forme (jue quant à la loi suivant 
laquelle (‘lies sont décrites. 

En ivgime peruianinil. c^‘st 1(‘ système 

qui il(‘tinit leur Ibrme; il s(‘ r(‘duit à n — i (‘([nations : la loi suivant 
laqiKîlle les trajectoires sont parcourues (vst doniu^e par riWpialiou 

dt = 

On app(‘lle rayon um* traje(‘lolre dont on ne (‘onsiden* (jue la 
forme. Un rayon (‘tant donné, on lroiiV(‘ la caractèrislique corr(‘s- 
pondante en remarquant qu(‘ i 



12. l^a forme eulérieniK» des (*quations (jue nous avons ol)t(‘nu(*s 
— tout au moins dans le cas du r(‘gim(‘ |)(‘rmanent — suggèr(‘ l’id('*(‘ 
de recherch(‘r s'il n'y a pas des propri(‘t(*s de maxima ou d(‘ minima 
en rapport avec la propagation [lar ondes. Nous n'aurons pas à 
recourir dans la suite à ces propri(Més, nous nous bornerons donc à 
signaler ce problème trait(' par \I. Vessiot (*n toute rigu(*ur. 

13. Il n'est pas imcessaire d^nsisler sur la lhéori(‘ d(‘ rint('‘gration 
des (xjuations aux dérivées parti(3lles qu’on peul lir(‘r des consid('‘- 
rations pr(‘cédentcs, A dire le vrai, C(*lte th(*ori(‘ s(‘ (‘onlbnd av(‘(‘ les 
th(‘ories ordinaires, à c(*la près que l(‘ langage qu’on \ ado[)t(‘ fait 
image (‘t rend plus intuitif l’emploi d(‘s ('aract(‘risliqu(‘s et des inU*- 
grales complètes. On peut résoudre sans difliculh* le prol)lem(‘ de 
Cauchy qui consiste à trouver une surfiice intégrah* passant |)ar une 
courbe donnée qui n’est pas une caractéristique. 
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CHAPITRE 11. 

APPLICATIONS DK LA THÉORIE PRÉCÉDENTE 
A LA MÉCANIQUE ANALYTIQUE ET A LA GEOMETRIE DIFFÉRENTIELLE. 


Dynamique des systèmes holonomes. 


14. Soit un système holonomeà n — i dt*grés de liberté. Dési‘»iioiis 
par j?i, . . Xn_\ les paramètres lagrangiens qui en fixent la position 
et par x,i le temps, qui se comporte en mécanique analytique comme 
un paramètre lagraiigi(*n. Admettons qu’il existe um* fonction d(* 
forces Ü, vX désignons par aT la force* vi\(‘ 

i ; — 1 - // — I i T n~\ 

iz:.\ k--A / - l 


• _ \ 


Soit 7 un paramétre quelconque au moyen duquel on représente le 
mouvement du système par des équations de la forme 

Xj — xiiz) ( / = I. ..... n ). 

I^es équations de* Lagrange s’écrivent alors 


Ci) 

OÙ 

et 

Posons dés lors 


ch \âx\ ] 7 ) Xi 


x'i — 


dxi 

Ih 


L = (T -H U )x)^. 


Qj{X\, . . . , Xn \ dxi , .... dXn j = (T -f- IJ ) dXn 

/ — « — I 4“/i — J — i 

‘il 2 2 




bi dxi H- 


-4- dXn> 
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Q est homogène et de degré i en les dxi» Posons, de plus, 

!r= 7/ — 1 

2 ^hkdxk 
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Ui — 


f) dxi 

f} dx U 


dxn 

l"n — \ k:=zn — \ 


ÎS 2 


->(- bi ( / = 1. . . 1), 

d xi dxk 


atk 


l"l k~\ 

On lire de là, en éliminant les rapports 

dXfi 

j - n — 1 k r. Il ~ 1 


7 .> P 

dXTi 2 


(•0 


nn = ~-^ 2) 2 ~ ~ ’ 


/-.I A-— 1 


où les Ay/ sont l(‘s mineurs du déterminant | a, 7 | divisés par ce déter- 
minant liii-môme. 

L^éqiiation précédente s'écrit 

TI étant la fonction hamiltonienne du système considéré, les W|, . . ., 
Un-\ étant les variables conjuguées des Considérons 

cette équation comme ré(juation tangentielle (sous forme non homo- 
gène) de Tonde dérivée issue du point . . .,Xn) de Tespace à 

n dimensions qiTil est loisible d’attacher à un système à n — i degrés 
de liberté (*n ajoutant la coordonnée tz=x,f A tout problème de 
dynamique (tout au uioins si le système considéré est holonome et 
s’il existe une fonction d(‘ forces) correspond donc un j)roblème de 
propagation d’ondes en régime permanent. Le temps en rapport avec 
la propagation d’ondes est en effet, la variable S définie par Téquation 

( 4 ) ^-/S = ^ = ( T -H IJ ) fix,t ; 

c'est V action hamiltonienne qui ne figure pas explicilement dans les 
équations du mouvement, non plus que dans l’équation des ondes. 
Ainsi donc, les surfaces d’onde attachées au problème de dynamique 
considéré sont les surfaces d’égale action hamiltonienne. 

16. Les équations de Lagrange sont les équations des trajectoires 
](* long desquelles se propagent les éléments de contact (j? | w). Pour 
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‘A2 

obtenir les équations des earactérisliques sous la forme habituelle, on 
peut rendre l'éqnation -f- H o homogène, mais il suffît, pour 
notre obj(?l a(‘lnel, de prendre la forme (3^), (4^) du Chapitre l"^ Ici 
la fonetion H(7 | x \j)) est 

if„ -V- H ( ./' I r,,_, . æ,, ; //i ) = o 

{ Pi =z tfi, /= I. n) 

et Ton trouve himiédiatennuit h* svstèiin* différentiel des caractéris- 
tiques sous la forme 



du i 

dr,, duu 

d'^ 

.m ~ 

im 

~ 1 “ d\\ ~~ 

- n-\ » 

thti 

fh'i 

f)x,i U „ -f- 

f)\\ 

/ . 1 

les équations 



( { '} 1 ' — 

(1r„ ^ 

^)\\ 

dui _ _ 

dr„ dXj 

~I) 

i)Ui^ 

sont les équations 

canoniques de la mécanique, 

, elles sont donc 


partie du système qui définit les caractéristiques d(‘ la propagation 
d'ondes attachée au problèuu^ de dynamique. 


16. II \a être très facile, grâce à la j)jopagation en question, de 
trouver Fintégrah* générale des équations canoniques (6). ]/intégraU‘ 
complète, dont il est question au paragraphe 9, est relative à 
l’équation homogène tt = i , mais elle t^st aussi une intégrale complète 
de l'équation H = o, où l'on a posé 


If: ^ - ( e 3 = I // 1 ). 

f).ri 

Soit donc 

('•iJ'i .r„ ; rn </„_i ) -h r/,. 


une int(*gral<‘ coiuplète de l’équation 


< 7 ) 




Th- 


ri. 


âS 

r ft — t. r t) ; y 

axy 


O 

drn-^v) 


l^es éléments de contact dans la pro))agaliou dans l’espace Xn) 

sont définis par les équations (i4) du Chapitre Soit, si 


S = G( ri. .... æu~\> rn ; o\. .... an—\ ) 
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est Viiitégrale complète, 

,nb,t = I , h = Un = — H = — /«H ( // = i ), 

UClfi fbv fi 

àG , f)G 

= rno, = c,-. Y— = 1// ( / = 1. . . . . — I ). 

OCt i i 

Les équations ( 8 ) oiï les a sf)iit arbilrairc's défiiiisstuit doue l’iiité- 
gTal(î générale dt‘s équations canoniques ( 6 ) au inojcui d’une inté- 
grale eoiuplèle de ( 7 ). On a ainsi obtenu le théorème de Javobi 
par une voie très simple. 

17. Dans le cas où les liaisons sont indépeJidantes d(* (*t où U m* 
contient que on sail (pie les équations du mouvement 

admettent l'intégrale pivuuièn* 

T = t) -h //. 

Considérons les mouvmmmts où h est lii;é ; on peut, (ui (‘hangt'ant 
IJ ([ui n’est délini(î (pi à une constante près, écrin* 

T = t . 




et que l’on peut faire correspondre au mouvement du système une 
propagation d’ondes en prenant pour le temps de la propagation la 
variable W définie par l’équation 

= 2 T. 



GUSTAVE JÜVET. 


24 

Celle variable esl M action maupertuisienne^ el Téquation langen- 
lielle des ondes dérivées se mel immédiatement sous la forme 
homogène 

r.ixy. . . . , Xn-\ ; Ml, • • • , U n-\ ) = I 

avec 

oû *5 est la forme adjointe de T. 

Remarquons que les surfaces d^égale action maiipertuisienne sont 
aussi des surfaces d’égale action hamiltonienne, car 

d\\ = 2 v/TJT dxn, dS = ( U -H T ) dx,, 


et avec l’hjpothèse conforme à la définition de W : 


on a donc 


T = U, 
d\\ = 


En remplaçant U par L -f- A, on revient au cas où la constante d(‘s 
forces vives a une valeur quelconque. 

On sait que, dans les cas où H ne contient pas on peut obtenir 
une intégrale complète de (7) qui ait la forme 

S = — H- V(^.1 , . . . , Xn-i ; Ml,..., a„ ), 

■4 

OÙ aucune constante n’est additive. On voit qu’à ,r,t— const., les multi- 
plicités S = const. , déterminent précisément dans l’espace E„__^ (x ^ , . . . , 
Xn-1 ) les multiplicités V = const. et réciproquement. Par suite, pour 
un observateur qui aurait décomposé l’espace E^i en « espace et en 
temps », la propagation lui apparaîtrait dans En_^ comme le mouve- 
ment d’une multiplicité V = const., satisfaisant encore au principe 
des ondes enveloppes, le temps avec lequel ce mouvement est repéré 
étant le temps Xn lui-méme, lié au temps S de la propagation dans E^^ 
par une simple relation linéaire. 

Si l’on fait la décomposition en espace E„_^ et en temps Xn dans le 
cas général où H contient Xn, les traces des multiplicités S = const. 
dans les « espaces » Xn= const. c’est-à-dire dans l’espace x,i^f 

ne se propagent plus à la Huygens, c’est-à-dire suivant le principe 
des ondes enveloppes. 
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Dynamique de la relativité restreinte. 

18 . jNous n’avons pas encore parlé de la mécanique einsteinienne, 
mais la suite j pourvoira, tout au moins pour ce qui concerne la rela- 
tivité générale. Il convient cependant de donner quelques indications 
précises sur la dynamique de la relativité restreinte dont l’utilité est 
considérable pour l’étude des phénomènes où n’interviennent pas des 
champs de gravitation intenses. 

Soit niii la masse au repos d’un point matériel; désignons par.? son 
temps propre et rappelons qu’on a, dans un système minkowskien 
servant à repérer l’univers : 

( 1 0 I c- (ts- = c~ cit- — (Ix- — dy- — dz'^, 

où r est la vitesse de la lumière dans le vide. Soit, par hypothèse, 
l ( ^. y\ Zj t) la fonction de forces d’où dérive le champ agissant sur 
le point considéré, c’est-à-dire la fonction telle que 

^)\û ^)V àl, 

()x ’ fh ^ () Z ^ ()t 

soient les composantes d’un quadrivecteur dont les trois premières 


servent à représenter la force. Si l’on 
d’univers de la particuh» m(,. 

pose, en un point de la ligne 

/,l.rY (dy' 


V dt ) [df, 

1 \dt) 


les équations du mouvement s’écrivent, en prenant t comme variable 
indépendante : 


d [ JH f. dx ~ 

1 f)l> 

.//-I v'l— [5*- dt 

1 “ dx ’ 

et de même avec y* et r. On peut les mettre sous forme canonique en 

posant 


q\ — x. = 

^3= 3, 

w« 

dx 

t/I-fi* 

Tt' 

//io 


l 

!) 

di^ 

///O 

dz 

v/i-p» 

dt' 
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et l^on voit sans peine que la fonction hamiltonienne est 
H = -J== — I y:«* n 

= — l ( 7i. (Ji: t). 


L’équation de Jacobi sera 



On peut rendre cette é([uation lioinogém* (Ji i) et l’interpréler 
comme l’équation tangentielle de l’onde dérivée pour une j)ropagal ion 
dans l’univers {x, le temps de la propagation étant S. et le 

régime étant permanent. En posant 

-I n-. /VS 

p, = ^ , p, = p. =. ^ , p, = ~ = , 

..ft ..5 or 

l’équation (11) s'écrit : 



Cette manière de procéder qui permet de passer de la mécanique 
newtonienne à la mécanique de la relativité restreinte n’est pas suffi- 
santé, l’équation (ii) n’est pas invariante pour les transformations 
de Lorentz, bien qu’elle soit fort utile dans les problèmes les plus 
simples (’). La présence du scalaire L trouble précist'uneiH cette 
invariance. On sait que l’électromagnétisme conduit à des équations 
beaucoup plus symétriques; grâce à l’introduction de quadrivecteur 
potentiel, dont la composante d’ordre quatre est le potentiel ordinaire 
et les trois autres, le potentiel vecteur de la théorie de Maxwell, le 
mouvement d’un point matériel électrisé de masse m,, et de charge £ 

( ') On sait qu*il y a là un des ohstaeles qui ont retenu les tliéori«*iens qui 
entre 1906 et 1912 ont eherclié à fair<* entrer la gravitai ion dans la relativité 
restreinte. 
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est donne par les équations suivantes dont on trouvera la démons- 
tration dans le ^rand traité de M. de Donder [ 9 ], par exemple. 

Équation di* Jacob i : 


( i 3 * 


JL / 


/—I 


()Xi 





où A2, A3, A., sont les composantes covariantes du potentiel 
d^iuivers. 


Intrgralc générale des t'^quations du mouvement : 


_^S 

//r, 




UOL, 


où , x-2^ Xn. Xf^y «1 , a.j, a.j, a ,) est une intégrale complète de (i 3 ); 
/>i, />2, />;{, />•, sont les composantes covariantes du quadrivecleur 
quantité de iiiou\ ement-énergie. Les composantes contravarianles en 
sont les expressions de la forme | cf. p. 90] 


< 1 1 ) 


^ //O. dj'i 




A \ “H /// 0 (' 


(tj'\ 

ils 


et dés lors 


^ __ ntu dj'i 
ft.i'i ’ r /fs 


<771 


i A i = /ft 0 c -T- ^ 
(fs 


( / = I , 3 ), 


où^le^s sirconds meinhres sonl les composantes covariantes divisées 

— V 

par r du quad ri vecteur \ , dont les composantes contra variantes 
sont 


Dans Tespace x^^ -e.,, on peut attacher aux mouve- 

ments considérés une propagation d’ondes dont l’équation est mani- 
festement 
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C’est SOUS cette forme que nous emploierons l’équation des ondes au 
paragraphe il. Son premier membre homogène et du second degré 
la rend particulièrement utile dans la théorie des équations du second 
ordre. La forme r. = i du paragraphe 4, n’aurait pas la même utilité 
pour ce but; cependant c’est par elle et par la forme ~ i du para- 
graphe 11, qu’il faut passer pour justifier les équations (i4) (’ )• 


Qéodésiques d’un espace riemannien. 

19. La détermination des géodésiques d'un espace riemannien dont 
le ds- est donné sous la forme 

( 1 7 ) (is- = dxi dxk 

conduit aussi à la considération d'une propagation d’ondes dans 
l’espace ..., ^n). Comme nous n'avons établi aucune relation 

métrique en rapport avec la théorie des ondes, il est loisible de consi- 
dérer les surfaces d’ondes 

F( .ri l'n ) = consi . 

comme tracées dans l’espace riemannien lui-même ou dans un espace 
euclidien auxiliaire avec des coordonnées rectangulaires .... x^. 
Il sera bien entendu plus naturel et plus simple de les imaginer dans 
l’espace riemannien lui-même. 

Le régime est encore permanent et le temps de la propagation est 
la variable s elle-même. On fera 

^ ~ dx i dx dSy 

et l'équation tangentielle des ondes dérivées sera 

( l8 > TZi X \p) — l 

avec 


(^) Rappelons que la manière la plus rapide d’écrire les équations du mouvement 
d’un point est de partir du principe de moindre action de l’électromagnétisme 

* — 4 

SS jHq 4^ -f-^ A . dx^ ~ O. 
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les étant les coefficients de la forme adjointe du jg calcul 
différentiel absolu les a rendus familiers. 

Le théorème de Jacobi permet de déterminer toutes les géodésiques 
de la variété donnée moyennant la connaissance d’une intégrale 

dS 

complète de l’équation (i8), où Il est facile de voir alors 

que les géodésiques issues d’un point sont normales aux surfaces 
d’ondes issues de ce point, la perpendicularité s’entendant ici au sens 
de la métrique riemannienne (17). 


20 . Il se présente quelques difficultés lorsque la forme (17) n’est 
pas définie; c’est ce qui arrive en relativité lorsqu’on cherche les 
géodésiques de longueur nulle qui représentent le mouvement des 
photons. Sur ces géodésiques, ds = o, et l’on ne voit pas immédiate- 
ment la signification des surfaces d’ondes. 

On parvient à la notion d’onde de la façon suivante : les géodésiques 
ayant une signification invariante et, d’autre part, le ds‘ pouvant 
toujours, par un changement de variables, se mettre sous la forme 
suivante lorsqu’on connaît les géodésiques issues d’un point : 
a = « — 1 — 1 

119) l ! s '= 2 2 

a - 1 > 


il suffit de considérer la forme (19) et d’écrire les équations des 
géodésiques qui en dépendent. 

Si ds- ^ O, ces équations s'obtiennent en éliminant les pi entre les 
équations 

(ixi — g I p j 


qu’on écrit en partant de l’équation (18). Si ds- — o, on prend Xn 
comme paramètre de représentation et les équations des géodésiques 
prennent la forme 


(20 ) 


( 


da- j ^ Pi 

dXn g^'^Pn 

l âgü 
dpk _ _ 2 ÔXk 
dXn ~~ g'^’^ P n 




(A = I, 




/î— l), 


qui a un sens dans tous les cas. 
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Or il est visible que ces équations sont les équations des carac- 
téristiques dans la propagation en régime variable d’ondes dans 
l’espace lorsqu’on écrit l’équation tangenlielle 

des surfaces d’ondes sous la forme 


TZ 





1 . 


Il suffit, en eflet, de poser ^ ~ — dans (i8) pour vérifier cette 
assertion. 

Ainsi donc : aux géodésiques de longueur non nulle correspond 
dans E/i une propagation d’ondes à régime permanent, le temps de 
la propagation étant 5 ( en relativité le temps propre); aux géodésiques 
de longueur nulle, correspond dans un espace • • «î ^n~\) 

défini par la forme (19) du une propagation d’ondes à régime 
variable, en général, le temps de la propagation étant si les 
de (19) ne dépendent pas de x,i^ la propagation est à régime permanent 
dans E,j_^ et l’on voit que les géodésiques de longueur nulle de la 
variété E,i se projettent dans En_, suivant les géodésiques de E/,^^ 
lui-mème. On reconnaît là une proposition classique des ds- statiques 
d’univers ( ' ). 


CHAPITRE 111. 

LES ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES DU SECOND ORDRE 
ET LA PROPAGATION DES ONDES QUI LEUR EST ATTACHÉE. 


Indétermination du problème de Cauchy-Kôwalesky. 


21 . Il convient de rappeler quelques termes utiles. Une fonction z 
de n variables Xn admettant des dérivées partielles jusqu’à 

l’ordre p i vérifiera ainsi que ses dérivées des relations de la forme 


^ ^ . . . f^xfn 

pour k I , 


( 0£i -4- <Xfi — k ) 


(‘) ^/* exemple, Giiazy [7]. 
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On dit que ces variables 


Xi, 




()z 

i)Xx 




()^ Z 

. . . f)x^n ’ 


considérées comme indépendantes déterminent lorsqu’on leur a fixé 
une valeur un élément de contact ordre p de Vespace à n + i 
dimensions (^, . . . . , ). 

Deux éléments infiniment voisins qui vérifient toutes les rela- 
tions (i) sont dits unis. 

Tout système d’équations entre les coordonnées d’un élément qui 
vérifient les équations (i) définit une multiplicité M/^; le support 
de est défini par les équations du système qui ne lient que les 
variables .r, , . . . , Xn ^ z entre elles. 

Si q est le nombre de dimensions du support de tellement 
choisi qu’à chaque point du dit support ne corresponde qu’un élément 
de contact d’ordre p la multiplicité est dite M^. 


22 . Considérons l’équation du second ordre, linéaire par rapport 
aux dérivées d’ordre 2 : 




<î» ~ XikPik-^ 9 = 0 



()z (^Z \ 

()xi ’ (JXi ()Xk / ^ 


les Aik et cp étant des fonctions données de x^y z, 

pxy * • • 5 pn- 

Si on résoud l’équation (2) par rapporta pnny ut si certaines condi- 
tions d’holomorphie sont réalisées, sur lesquelles nous ne nous appe- 
santirons pas, il existe une intégrale de (2), et une seule, qui 
pour Xn se réduit à une fonction donnée cp(x, , . . . , Xn-^) alors 
(i'Z 

que se réduit à une autre fonction donnée • • • ? 

détermination de cette intégrale, assurée par le théorème deCauchy- 
Rowalesky, se fait au moyen d’un développement taylorien dont le 
théorème affirme à la fois l’unicité et la convergence. 

Géométriquement, ce problème revient à trouver une multiplicité 
intégrale M,i contenant la multiplicité M/,_, définie par les équations 

On a pu résoudre (i) par rapport à pnn et ainsi mettre l’équation 
proposée sous forme normale. On peut se demander, s’il n’est pas 
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possible de se donner une MA_, par des conditions moins particulières. 
Le rôle que joue le plan serait joué par une surface 2 


ou encore 


•^// =/< ^‘1, — ) 
F(:ri, . . •î'*/» ) = O. 


On cherche à se ramener au cas précédent par un changement de 
variables 


(œi, .... ,rn)^-(yi. . . Vn ) 


tel que la surface ^ ail lV*qiiation 

J',, = ('onst. 


9 et 4^ deviendraient sur i des fonctions connues de Xn~\> Or, 

pour qu’on puisse être ramené au cas précédent, il faut qu’on 
puisse résoudre Téquation qui résulte de la transformation de (i) par 

rapport à ce qui suppose que le coefficient de n’est pas nul et 

par suite que F n’a pas été trop mal choisie. Nous laisserons cette 
méthode de coté; elle a été magistralement développée par M. Levl- 
Givita dans son bel ouvrage [23] et nous exposerons plutôt la méthode 
de Beudon [1] à laquelle les travaux de M. Hadamard [16, 17] ont 
donné une grande importance. 


23. Cherchons donc l’intégrale de (i) qui contient une multiplicité 
donnée arbitrairement. Soient 


( 3 ) 


à Z ÔXn 


où Xa et pn sont des fonctions arbitraires de , Xn.-\ les 

équations qui représentent 

Pour trouver la multiplicité intégrale contenant Mi_,, il faut pouvoir 
déterminer toutes les dérivées partielles de z sur le support ^ de 

Elles entrent dans le développement layloWen de la solution. Nous 
ne nous occuperons pas des cas où la solution est déterminée par les 
données, mais bien plutôt des cas où elle est indéterminée. Les 
conditions d’indétermination caractériseront certaines multipli- 
cités dont l’importance pour les applications est considérable. 
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On calcule les de^rivées secondes au moyen des formules suivantes : 


(4) 

qui donnent 

(5) 

(43) 


àXn 

àj-i 

(? = i, «; f=:i, n- i) 


()pn ()Xn 

_ ()p„ i)Xn 

fJxi àxi àxrj ()x i ()Xç^ 


On substitue ces expressions dans (2) et Ton doit obtenir pnn ïni. 
moyen de quoi toutes les d(^rivées secondes se calculent. Il vient 


P — « — 1 izz-n — i 


p=i /—I 

P n — I i Z - n — \ 




prr:^ 


(lr,t fJXn ^ ()x„ \ 

2d 2u '' P" J P"" 


2 2 -^p' V'Â^ 


prrl 


<)xi àxç^ ^ 


-1-0=0. 


Le problème de Cauchy est impossible si le coefficient de pnn est 
nul sans que la seconde ligne du premier membre le soit. Pour qu’il 
soit indéterminé, il faut que le dit coefficient et la seconde ligne en 
question soit nuis à la fois. Ainsi donc les premières conditions 
nécessaires de rindétermination s’écrivaient : 


P ~ — 1 

i—n - \ 

2 

()Xn f).r„ 

p — n — V 

^ ‘^p" f777 ~ 


i - 1 


p=i ■ 

p = /i — 1 

i~n-\ 

/àpp ÔXu <)pn \ 
\OXi (fXi àx^J 

p = n — \ 

(8) 2 
0-= 1 

i — 1 

V i '^P'> 

2é ’ =”• 

o—\ ‘ 


Les multiplicités M*_, définies par les équations (3), (7) et (8)^ 
où Zs Xn et pa sont des fonctions de ^4, . . . , Xfx^\ sont les multipli- 
cités caractéristiques ou simplement les caractéristiques do l’équa- 
tion (2). 


Caractéristiques et bicaractéristiques. 


24. Si la multiplicité Mj_i qui figure la donnée du problème de^ 
Cauchy est une caractéristique, les éléments du second ordre dans- 
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le développement taylorien de la solution du dit problème sont 
indéterminés; on peut se donner arbitrairement pnn sur les 

autres pik se déduisent alors des équations (5) et (6). En supposant 
qu’on puisse continuer à déterminer les éléments du troisième ordre 
sur la multiplicité intégrale et ensuite les éléments d’un ordre quel- 
conque, et si le développement taylorien est convergent, on dira que 
la multiplicité intégrale contient la caractéristique 

Mais ce fait là ne nous importe guère. Il nous suffit d’étudier les 
caractéristiques placées sur une multiplicité intégrale donnée. 

Or le calcul que nous avons fait prouve que l’on peut trouver une 
infinité de caractéristiques sur une intégrale. L’équation (7) 

lorsque z est connue en fonction de . .., Xn définit comme 
fonction àe X\. • . • , Xn_x ; on sait que cela est possible d’une infinité 
de manières; il passe toujours une intégrale de (7) par une multipli- 
cité définie par les fonctions 


Xn—\ — ^ ) 

X n = J* X\^ * * * ; n — 2 )) 

f étant arbitraire. Mais si (2) est vérifiée par l’équation (8) est une 
conséquence de l’équation (7) et notre affirmation est démontrée. 

On pourrait poursuivre l’étude de l’indétermination du problème 
de Cauchy en passant aux éléments du troisième ordre; c’est ce que 
Beudon a fait dans le Mémoire cité et il définit facilement des multi- 
plicités M;,_i, , qui sont des caractéristiques d’ordre 2, 

3,.... 

25. Remarquons que les équations des caractéristiques ne sont 
déterminées en général que pour des intégrales z données, car les 
coefficients Kik dépendent de z et des pi. Il arrive cependant que ces 
caractéristiques sont indépendantes de toute intégrale particulière 
de (1) lorsque les A/yt ne dépendent que des . . ., c’est ce qui 
se passe pour les équations linéaires auxquelles nous allons vouer la 
suite de notre étude. 

A toute équation linéaire ^ux dérivées partielles du second ordre 
correspond une équation du premier ordre (7) qui définit évidem- 
ment une propagation d’ondes où Xn est le temps de la propagation; 
l’espace où les ondes se propagent est l’espace . .., et les 
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surfaces d’ondes sont définies par les équations 

X n Xfii^Xx^ • • •? ^ n — 1 )j 


OÙ . . ,^Xn-\) est une solution quelconque de (7). On rempla- 

cera n par n — i dans la théorie du premier chapitre et t par Xn^ 
L’équation tangentielle des ondes dérivées est (7); pour la mettre 
sous forme homogène tt i , on posera dans ( 7 ) : 


àXn __ Ij- 
()Xi IZ 


(/ = I, 


n — i) 


et l’on résoudra par rapport à tt. 

Les caractéristiques de la propagation seront dites, par M. Hada- 
mard, loc. les bicaractéristiques de l’équation (i). Elles sont 
définies par les équations 



26. Il est utile de mettre l’équation (7) sous une forme différente. 
Au lieu de supposer que les équations des ondes sont données sous la 
forme 

X n — X ni X\., ... J Xn—\\ 


on peut imaginer qu’elles sont données par l’équation 

F(^l, . . ., Xn) = 0 


et dès lors (7) prend la forme 


(7') 


2 2*» 


âxi Oxk 


O 


et les bicaractéristiques sont définies, comme un calcul facile le 
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montre, par les équations 

dXi (ÎTZj 


(9') 


_ • • - . . I. . ' 


(h J = h • • •; 'i), 




k~\ 


i^\ k — \ 


àF 

“ ()Xi ‘ 

Remarquons que, dès Tinstant où Ton se borne à ne considérer que 
<les caractéristiques sur des intégrales de (:^), l’équation ( 8 ) ne joue 
aucun rôle, elle est satisfaite dès que ( 7 ) ou ( 7 ') le sont. 


Systèmes d’équations aux dérivées partielles. 


27. La notion de caractéristique peut s’étendre à un système 
<l’équations aux dérivées partielles du second ordre, comme l’a montré 
M. Hadamard [ 16] ( • ). 

11 sera possible aussi d’attacher une propagation d’ondes à un 
système définissant k fonctions inconnues . . . , de n variables 
indépendantes ,v,i et cette propagation se fera dans l’espace 

^ 1 , . . . , Xn-\^ le temps sera encore Xn- 
Soit, en effet, 


i -Z n j — n 

(lo) 22 Air'’ /'if' H- Ÿ' '"> = O On. = I 

i~\ j-\ 


le système proposé; on a 




i>!t- 


()- Zl 

âxi ()xk ’ 


-et les coefficients ainsi que les sont des fonctions des 
des Z et des p^l\ On considère une multiplicité M)^_, : 

X„ — X ni X\, . . Xn-\ ) 

et Ton se propose de résoudre le problème de Cauchy pour le système 
donné. On suppose que les éléments du premier ordre sont donnés 


<‘) Cf. aussi Janet [29]. 
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pour chaque zi et Ton cherche les éléments p^/j^ du second ordre. Tout 
revient, comme on le voit facilement, à déterminer les au moyen 
du système 


i~k 


2 + K("') = o (w = ï, . . A-), 


i=n—i jz=zn — \ 


AJ Zà (hiu àxj ^ Zd ()æi ^ 


) n 


. kM) 


/”1 ' 

(m, l=^\, k) 


et où les sont certaines expressions dont il est inutile de donner 
la forme explicite; elles ne contiennent aucun des pfj'\ 

Si le déterminant A des est nul, le problème de Cauchy est 

impossible ou indéterminé. Les conditions nécessaires de l’indétermi- 
nateur sont assez compliquées à écrire; elles font intervenir le rang 
du tableau des et elles lient les entre eux. Si Ton se home 
à Fétude des variétés définies par Féquation 

(il) A = o, ■ 

qui se trouvent sur les multiplicités intégrales du système, les condi- 
tions en question sont vérifiées identiquement. 

Les multiplicités de M„_, définies par (ii) sont dites encore les 
caractéristiques du système (lo). 

L’équation A = o définit bien dans Fespace ..., Xn^\ une 
propagation d’ondes, où œ,i est le temps, qui est indépendante des 
solutions zi considérées si les ne dépendent que des ^ x,i\ 

nous supposerons qu’il en soit ainsi à moins de mention expresse du 
contraire. 

Dans ce cas, on peut encore définir des bicaractéristiques du sys- 
tème (10); ce sont les caractéristiques de Féquation aux dérivées par- 
tielles du premier ordre (i i)- 


Interprétation physique des équations de second ordre. 
Discontinuité des solutions. 


28 . Dans les conditions respectives où nous nous sommes placé, on 
peut dire que la donnée d’une intégrale de (2) ou de (lo) revient à la 
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donnée d’une, ou de A*, fondions ou , . . . , de , . . , , dont 
on peut suivre la variation sur les surfaces d’ondes consécutives en 
parcourant chaque bicaractéristique. Ainsi une bicaractéristique, 
considérée comme une trajectoire, sert au transport des éléments de 
contact des surfaces d’ondes et au transport des valeurs de certaines 
fonctions .... Zk qui peuvent dès lors caractériser les intensités 
de certains ébranlements (concomitants si A >> i , comme dans le 
cas des équations de Maxwell, où ces ébranlements sont les perturba- 
tions de l’éther causées par les champs électrique et magnétique, 
c’est-à-dire, on fait, ces champs eux-mêmes). 

La théorie du premier Chapitre est, en effet, impuissante à repré- 
senter toutes les circonstances d’une propagation; en particulier elle 
ne donne aucun détail sur V ini ensilé de l’ébranlement qui se propage*. 
Il faut recourir aux équations du second ordre pour suppléer à cette 
carence et la théorie que nous venons d’esquisser montre nettement 
de quelle manière la théorie cinématographique du premier Chapitre 
intervient dans la théorie, qu’on peut dire dynamique, des équations 
de second ordre. 

Remarquons que, considérées comme des fonctions de Xn le long 
d’une bicaractéristique, les fonctions zi n’ont une valeur non nulle 
que lorsque a atteint la valeur qui correspond au point considéré 
de la bicaractéristique. A ce moment-là, l’ébranlement a atteint le 
point et les zi y prennent des valeurs appréciables alors qu’elles sont 
nulles au delà. 

D’une façon plus précise, les multiplicités k n — 2 dimensions que 
sont les surfaces d’ondes dans l’espace sont des multi- 

plicités de discontinuité (pour /i = 47 ce sont des surfaces de 
discontinuité) du milieu physique k n — i dimensions où se propa- 
gent les ébranlements. 

L’étude des discontinuités et surtout l’étude des circonstances où 
ces discontinuités sont compatibles a été faite par de nombreux 
géomètres au premier rang desquels il faut placer Riemann, 
Christoflel, Hugoniot et M. Hadarnard ([16], où se trouve la biogra- 
phie relative aux trois premiers auteurs cités). 

Partant alors des équations de la physique mathématique, ils ont 
montré que l’équation des caractéristiques de l’une ou l’autre d’entre 
elles exprime qu’il y a effectivement des discontinuités compatibles 
sur les caractéristiques. 
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Nous nous bornons à ces remarques; les conditions de compatibi- 
lité sont hors du cadre de notre étude, il suffit que nous ayons 
rappelé qu^elles conduisent aussi aux caractéristiques. {Cf. aussi 
Fouvrage de M. Van Mieghem [33]). 

29. Il y a cependant d’autres discontinuités qu’il convient 
d’examiner avec plus de soin, ce sont celles qui affectent les inté- 
grales zi dans les régions où elles deviennent infinies. Plus préci- 
sément, suivant Delassus [8], M. Le Roux [18] et M. Hadamard [16] 
cherchons dans quelles circonstances une équation linéaire ( ' ) 

(12) P(^ j ^ A « = O, 

peut posséder une intégrale de la forme 

s = Z F ( Tw ), 

Z et 71 étant des fonctions finies, continues et dérivables deux fois au 
moins, mais où F considérée comme fonction de ti est singulière 
pour TT — o, cette singularité étant telle que F'(7r) est infiniment grand 
vis-à-vis de F(7r) et F"(7r) vis-à-vis de F'(Tr) si tt est infiniment petit, 
par exemple 

- I - 

— ? log;u, .... 

En substituant dans Féquatlon proposée, il vient, si l’on 

ÔTZ 

(13) (AMJ=i^x)ZF"(") 

Xij rc/ Z r P( X ) - Ax ] I F'( - ) + P ( Z ) F ( j: ) = O. 

Or, dans les circonstances où nous nous sommes placé, le coefficient 
de F"(7r) doit être nul si tt = o, donc 

A/A-7t,zx = O. 

Autrement [dit, s’il existe une solution du type indiqué, la multipli- 
cité n = O est une caractéristique de l’équation proposée. Il en serait 


(^) La sommation n’est pas indiquée; il faut la faire de i h n. 
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de même si l’on cherchait z de la forme 
(i4) ^ = ZF(;r)-+-;, 

X étant une fonction régulière. M. Hadamard (/oc. cit., [16], p. 333) a 
montré que, si tt = o est une caractéristique, on peut effectivement 
trouver des solutions de la forme (i4)> nous n’aurons pas besoin de 
ce résultat pour la suite de notre étude. 


Ondes périodiques. Approximation de l’optique géométrique. 


30. Une remarque très importante, dans le même ordre d’idées, a 
été faite parM. Hadamard ( /oc. c/^, [16], p. 345); elle est relative aux 
ondes périodiques et elle touche au problème fondamental de 
l’approximation dite de l’optique géométrique que l’on peut faire 
dans l’étude de certains phénomènes. 

En physique, il convient dans un grand nombre de cas, de se 
borner aux ondes périodiques. Elles sont représentées par des fonc- 
tions Z de la forme 

Z = siii |JL 7c const. ), 


OÙ 71 est une fonction de . . ., linéaire le plus souvent par 
rapport à Xn* 

Elles peuvent être aussi de la forme 
<i5) ^ = Z sinjx;: -F Ç, 


Z et Ç étant des fonctions régulières de x^ 


v,i et l’on imaginera 


alors que le phénomène que représente la variable ^est dû à la super- 
position de deux ébranlements, l’un Ç, et l’autre ZsinjuiTr qui est 
périodique en Xn si Z n’en dépend pas, et si tt est linéaire en Xn> ou 
si Z en dépend, qui est une modulation qu’on pourra parfois 
considérer comme périodique dans un court laps de temps. 

Lorsque jut a une valeur très grande la fonction sin/jLTr passe, pour 
de petites variations de tt, de la valeur -f - 1 à la valeur — i; elle se 
comporte pratiquement comme une fonction singulière dont la dérivée 
est de l’ordre de |jl, dont la dérivée seconde est de l’ordre de //-, etc. 
Le physicien qui utilise souvent de telles fonctions négligera dans ses 
calculs les termes en /x devant les termes en et par suite z vis-à-vis 

(/U/ fl UJU fl UUj 
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D^une faç©;ii plus précise, el sans faire d’abord d’hypothèses sur la 
forme de tt relativement à Xn^ cherchons une solution de ( 12 ) qui ait 
la forme (i5) dans le cas où /a est très grand. En substituant et 
ordonnant, on trouve 


(. 6 , 

/ r>Z f)TZ 4 7 4 V à -Il \ 

-H COSfJLTC ( J h AiZ — -4- \ikl 3 ) 

\ à Xi (Kxk oxi fJXiôxkl 


• P(Z ) sinjj.;: -h P(ï) = o. 


L’annulation du terme en /a- donne 


(17) 

Donc l’équation 


<)X. ÔT^. 

:: = const. 


représente encore une caractéristique. 

Les surfaces d^égale phase^ comme on appelle dans une propa- 
gation périodique, ou dans une modulation, les multiplicités sur 
lesquelles l’argument de la fonction périodique aune valeur constante 
donnée, sont donc des multiplicités caractéristiques lorsque le para- 
mètre jA est très grand et qu’on peut le négliger vis-à-vis de son carré. 


31. Choisissons tt de cette façon; le terme en p' étant nul, 
annulons le terme en |a. Or, sur une caractéristique, on peut consi- 
dérer les bicaractéristiques définies par les équations 


dxi 


():z 

2 A, A- - - 
âXi 


du ( l : 


/n 


et l’on peut alors calculer Z sur chaque bicaractéristique par l’équa- 
tion 


dZ 

du 


-4- M Z = O, 


où 


M = A, 


()tz 

àXi 


A/x- 


ÔT. 


()Xi f)Xk ’ 


c’est une fonction connue. On trouve alors 

r M du 

py «0 
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OÙ Z(, est une fonction arbitraire du point variable situé sur une, niol- 
tiplicité M,i _2 de chaque Mn_^ caractéristique ( ’ ) qui se propage 
de en 

z: = coiist., 

C’est-à-dire qui conserve, si tt est linéaire en fonction de ce que 
nous supposerons dorénavant, la niêine équation, 

Z est alors déterminée dans tout l’espace x^, . . . , 

On déterminera Ç enfin par la condition 

OÙ P(Z) est une fonction connue de x,, j?,, ; dans un grand 

nombre de cas Ç est négligeable (c/. Hadamard, loc. cit,^ p. 346). 

Remarquons que Z,, est la valeur fixée de Z sur une bicaractéris- 
tique. Si l’on considère un pinceau de bicaractéristiques issues, par 
exemple, d’un ensemble de points, tellement choisis qu’elles traversent 
une certaine région de l’espace æ*/,, on peut alors supposer 

que Zo est nulle partout sauf sur l’ensemble en question, qui peut cor- 
respondre k u = u^^ pour chaque bicaractéristique; dès lors Z ne sera 
différent de zéro que sur le pinceau. Or le choix de l’ensemble 
de points considérés peut physiquement se faire au moyen d’un 
écran percé d’un trou (si/i=:4) l’on voit que le phénomène 
périodique ne se propage que sur le pinceau pour autant que 
l’approximation qui consiste à négliger p vis-à-vis de est légitime. 
Une telle approximation est celle que l’on se permet lorsqu’on optique 
on se borne à la considération des rayons (optique géométrique). 

Les remarques précédentes dues à M. Hadamard éclairent d’une 
vive lumière les prolégomènes physiques de la mécanique ondulatoire ; 
on en verra des applications dans l’ouvrage de M. L. de Broglie [4]; 
nous n’aurons pas à y revenir. 

32. On pourrait étendre sans difficulté cette théorie des singula- 
rités et celle des ondes périodiques à un système d’équations aux 
dérivées partielles. Le lecteur verra bien sous quelle forme cette 


(‘) Si n = 3 , les 1VI„_3 ne doivent pas être des caractéristiques; pour n quelconque 
filles n’en doiveot pas contenir. 
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extension peut se faire; elle ne nous sera pas nécessaire dans la suite, 
parce que notre propos n’est pas d’entrer plus que nous ne l’avons 
fait au paragraphe 27, dans la théorie des systèmes ( ' ), le cadre de 
ce petit livre ne le permet pas. Cependant nous tenons à citer les 
travaux de M. Levi-Civita [22 et 23] et celui de M. Racah [35] qui 
ont traité de ce point de vue, d’une part, les équations de la gravita- 
tion einstérienne et, d’autre part, celles de Dirac relatives au photon 
et à l’électron. 


CHAPITRE IV. 

RETOUR A l'interprétation ONDULATOIRE DE LA MÉCANIQUE ANALYTIQUE. 
GÉODÉSIQUES d’uNIVERS- CONSIDÉRATIONS PROBABILISTES. ONDES DE DE BROGLIE. 


Équations du second ordre et mécanique. 

33. Dans le deuxième chapitre, nous avons vu comment, prolon- 
geant une b(dle idée d’IIamilton, M. Vessiot a attaché une propaga- 
tion d’ondes à tout mouvement d’un système holonome avec fonction 
de forces. Jusqu’aux travaux de M. Louis de Broglie, qui ont trans- 
formé lu mécanique, on n’avait que faire physiquement de ces ondes, 
si bien que leur introduction dans la dynamique analytique pouvait 
paraître plus un raffinement d’élégance qu’un véritable enrichisse- 
ment, et d’ailleurs dans le cas le plus simple du point matériel, la 
vitesse de propagation d’onde n’étant pas la meme que la vitesse du 
point matériel, cette élégance meme avait paru illusoire. 

Il est intéressant, en poursuivant la ligne des travaux de M. Vessiot 
au travers des idées de Beudon et surtout de M. Hadamard, de 
rechercher quelles équations du second ordre on peut proposer de 
manière que la propagation d’ondes qui leur correspond, au sens du 
chapitre précédent, soit précisément celle qui est attachée au mou- 
vement que le problème de dynamique analytique considéré définit. 

Il est évident cependant que si l’on passe nécessairement de l’équa- 
tion (2) du Chapitre III à l’équation (7) ou à l’équation (7'), on ne 


(') La théorie générale des caractéristiques des systèmes a donné lieu récemment 
à d’importantes recherches, citons celles de M. Gartan, [6], de MM. Thomas et 
Titt [381. 
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peut pas passer nécessairement d^une équation du premier ordre 
définissant les ondes à une équation du second ordre; si Téquation 
de propagation est du second degré par rapport aux dérivées on peut 
passer à une équation du type (2) mais tous les termes qu’on a 
groupes dans la notation 9 y sont indéterminés. Il faudra de nouveaux 
principes pour assurer l’unicité de l’équation du second ordre qu’on 
se propose de trouver pour réaliser le programme dont nous venons 
d’exprimer les grandes lignes. 


34 . Soit le système k n — i degrés de liberté, défini au Chapitre II, 
paragraphe 14 . L’équation des ondes dérivées est l’équation de Jacobi 

(' J ) Un -f- IL .r I . .... , Xn ; = O 

et le « temps » de la propagation étant l’action S, on pose dans (J) 

uf}— -J — ( A' = I. . . 

^ àxk 


L’équation de Jacobi ne peut être identifiée à l’équation (7) qui 
définit les caractéristiques de (2) que si l’on écrit (2) et (7) avec 
n-K I variables indépendantes, en faisant S — Xn^\ : 


(L 
et 
(2 j 


n-hi /^ -+- 1 

1 1 


p = n i — n 


()S ()S 


p=n 


2 




p = t i—\ 


pnr-l 


Cela étant posé, il convient de rappeler que H est précisément du 
second degré en les = i . . . , — i). On peut écrire l’équation (J) 

sous la forme 


<)S 

ÔXn 


i ~ n — 1 k — ii — 


-2 2 

Z = 1 kznl 




r)Xi à Xk 


i—n—\ 


"' S +'*="■ 


où [c/. équations (2), § 14 ] 

k — n—i 

B, = — 2 ^lkbk = 

k-\ 

jz=zn — \ A: « — 1 

1=1 k=\ 


n — i), 
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L^identification à l’équation (2) donnera 


Lpi 

= Bp, 

(p, ( = 1, . 

. . , n — 1 ) 

Gni 

— él//; = — O 

(? = !,. 

. . , /?. — 1 ) 


= -Bi 

( î* = 1 , . 



I 




zn — ■■ 5 




2 




= B. 




On peut formuler le ihéorèiue suivant : 


A tout système holonome avec fonction de forces, ayant n — 1 degrés 
de liberté et dont la description se fait àii moyen de n — i para- 
mètres . . . , t J on fait correspondre un espace à n -f- i dimen- 
sions E;, (^1, . . S) où Xn est le temps et S l’action 

hamiltonienne. L’équation de Jacobi du système définit dans l’espace 
.r,,) une propagation d’ondes à régime permanent; les 
surfaces d’ondes sont les caractéristiques de certaines équations aux 
dérivées partielles du second ordre dont les termes de second ordrp, 
linéaires par rapport à la fonction Inconnue ^ sont parfaitement 
déterminés; les termes restant constituent une fonction arbitraire 

de de de de Xn et S; les équations d(‘ 

Lagrange du système sont les bicaractérisliques, au sens de M. Hada- 
mard, de cette équation du second ordre. 

En bref, l’équation 


( 3 ) 



I Z 

1 (JS dxn 



()^~Z 

()S (),T i 



2 B.7 


()^-Z 

(Kvi (Jx j 


- 4 - 0=0 


a des caractéristiques 

S = S( J-|, . . Xn-\, Xa) 


qui sont définies par l’équation de Jacobi 

(JS 


fJXn 


-+-![ = O, 


et des bicaractéristiques qui sont définies par les équations de 
Lagràtige ou celles d’Hamllton. 

Dans le cas particulier d’un point matériel de masse m et de coor- 
données cartésiennes z soumis à la force dérivant du potentiel U, 


MÛMORIAL DES SC. MATH. — N" 83 . 
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Péquation du second ordre s’écrit en désignant par 4' la fonction 


inconnue : 

<)x- oy- àz^- ,)S <)t '■* 

OÙ cp est une fonction arbitraire de 

„ (hh (hh à'h fhh ()<]j 

œ, r, ^ s- 'l-- -,y yy yy ,is’ 

35 . Si les liaisons du système holonome considéré sont indépen- 
dantes de Xn et si U ne contient que les variables le 

problème se simplifie. On sait alors que les surfaces S = const. 
ou W — const. sont confondues avec les surfaces .x*/, = const. de 
sorte qu’il suffit de considérer un espace qui contient une dimension 
de moins. On sait en effet que l’équation de propagation est 


où © est une forme quadratique en les . . . , />„_i . L’équation pré- 
cédente s’écrit 


i = ri — \ K* = n — 1 


2 V P II 


/ = ! k-=z\ 


or si l’on pose 


•iU = 2U 


on voit que (4) est l’équation, sous la forme (7') du Chapitre III. des 
caractéristiques, 

\V ( .r J , .... } — \V == O 


de l’équation du second ordre 


i—n—\ k — n — \ 

2 2* 


' <)X i ÔXk 




les B/yt sont les coefficients de la forme adjointe ‘S ou T. 

Or ni U ni les B/yt ne dépendant de Xn^ on pourrait supposer que cp 
n’en dépende pas non plus et l’on simplifierait l’équation précédente 
en cherchant des solutions de la forme 


^ = X( W j Ç(^1, . . ., Xn-\ j. 
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Supposons que <p soit linéaire en z et même pour simplifier encore 
que 

9 “ p(:ri, . . Xn-\ )z\ 

alors on aura 


2 


t)Xi à Xk 


)/( W)^_ 
X( VV ) ~ 


ce qui n’est possible que si 


>/'( W ) 
X(\V ) 


= const. 


On voit apparaître, dans ce cas très simple, des solutions z qui sont 
fonctions exponentielles, donc, dans certaines circonstances, pério- 
diques de W. 

Dans ces considérations, la variable Xn ne joue aucun rôle. Cepen- 
dant on sait que 

<m = 2 v/Üd" dxn, 


c’est-à-dire que W — const. si Xn~ const. ce qui permet, comme on 
le sait, d’éliminer W pour n’avoir à s’inquiéter que de Xn* Nous n’y 
insisterons pas car la suite permet de préciser dans le cas le plus 
intéressant pour la mécanique ondulatoire le rôle de l’action et celui 
du temps. 


Conditions d’invariance. 

36. Considérons maintenant le mouvement d’un point matériel du 
point de vue de la relativité générale. La ligne d’univers est une 
certaine géodésique d’un : 

(6j ^ik dxi dxk. 

On y peut attacher (c/. § 19) une propagation d’ondes dont l’équa- 
tion est 

( 7 ) Tz{x\p)=^ sJ g^^PiPk^i ; 

^le régime est permanent; le temps de la propagation est la variable .v 
elle-même. 

Considérons une multiplicité à cinq dimensions M 5 , ...,.r 4 ,^ 5 )î 
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dont le ds' est 

icixi — àXk. 

Les géoflésiques de longueur nulle de celle M 5 se projettent dans 
Tunivers , x?, selon des géodésiques de ( 6 ). 

A ces g(^odésiques de longueur nulle deM», correspond une propa- 
gation d’ondes qui est précisc^ment celle qui est attachée dans 
l’univers . . . , à la ligne d’univers du point matériel considéré; 
le régime est permanent, le temps de la propagation étant .r.;, c’est- 
à-dire le temps propre du point matériel. 

L’équation tangentielle des ondes dérivées est, dans l’univers, 

l’équation ( 7 ), mais en posant^- — />/, elle devient dans M;; 


à laquelle correspondent des équations aux dérivées partielles du 
second ordre dont la plus simple est 


<9) 


frOt-li 




(nz 

()j: r 


= O. 


37. Cependant il convient d’ajouter ici quelques conditions nou- 
velles. Dans les calculs que nous avons développés, il était à peu près 
indifférent que les variables représentassent des coordonnées rectan- 
gulaires. La théorie de la propagation est une théorie de contact 
et si les variables représentaient des coordonnées curvilignes quel- 
conques dans l’espace de la propagation, il n'y aurait pas grand chose 
échanger dans les développements des chapitres précédents; seules 
les relations en et tt (Ghap. I, § H ) seraient à transformer en tenanl 
compte de la métrique définie par le ds^ de l’espace de propagation. 

Il est préférable encore de faire davantage; au lieu de considérer 
l’univers, considérons Ms dont le ds- est 

/ — 5 /■ — 5 

( 1 0 ) ^ 2 ^'iA- (i ri f/xA . 

L’équation ( 8 ) relative aux géodésiques de longueur nulle de Mb 
s’écrira, avec les notations bien connues du calcul différentiel absolu, 
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relatives à la forme (lo) : 

# 5 

(H) 

1 1 


mais réquation (g) doit être transformée si l’on veut que sa relation 
avec (il) soit invariante lorsqu’on change de coordonnées dans la Mr., 
la fonction z étant elle-même un invariant. La forme invariante la 
plus simple est évidemment 


( I 2 ) 


J /y jL {./-..u jli ) 

J y âXi \ ‘ ‘ /; j 

^ ‘ i~\ 


= 


OÙ y est le déterminant des y,x. Cette équation qui s’écrit au moyen 
de la dérivée covariante 

,G'-| ,-= O, 


où Z'' = ' î est bien invariante. 

® axi 

Si le ds'^ est de la forme particulière 

dxl — gik (ixi (ix A, 

on aura, en utilisant la forme fondamentale (6), 

V^ï = vV‘» = — {i\ A’ = I, 2 , 3, 4 ) 

ySX' ykb Q ♦ J 


et par suite (12) s’écrira 


ou encore 

(i3) 


,rik ( __ J'/ '\ _ '! 1 ± 

\àxii)xk ‘^àxi/ Ox'i 


O 


O 


car 


1 




étant la notation des symboles de GlirislofTel de deuxième espèce 
dut/5- d’univers (6). L’équation (i3) devra alors, pour des raisons 
d’invariance que nous avons indiquées, remplacer l’équation (9) ( ’ ). 


(') C/. Klein, [32]. 
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Électromagnétisme et gravitation. 

38. Il est possible de faire d’autres suggestions encore. La multi- 
plicité Mr, qui s’est introduite assez naturellement dans nos calculs 
peut être considérée d’un point de vue plus élevé. 

Primitivement est un paramétre qui est constant quand l’action 
est constante; plus précisément, si l’on examine tous les mouvements 
possible d’un point matériel passant à un même instant en un même 
point (’), les diverses trajectoires définissent des valeurs de l’action W . 
Le lieu des points W = const. correspond à des points où = const. , 
ce paramétre Xr, est le temps propre s sur chaque ligne d’univers 
relative à chacun des mouvements considérés. L’idée de faire de 
une variable indépendante^ au même titre que ^ 3 , x,, boule- 

verse naturellement d’une manière assez profonde les bases de la 
mécanique. 

Il faut remarquer tout d’abord que ce bouleversement peut être 
fait sans violence. On considère un ds- de cet univers nouveau qui 
ait la forme 

di" = (ix\ — gik dXi dxk, 

où les gik ne dépendent pas de C’est exactement ce qu’on a fait 
plus haut. 

Généralisons d’un degré et introduisons une forme où le coefficient 
de dx\ ne soit plus une constante mais une fonction de x^ , x^, ^ 4 , 

les autres gik{iy A' = i , 2 , 3, 4) ne dépendant pas non plus de Xx,* On 
écrira {-) 

et 

(14) ds-^ Y' dx'l— gik dXi dxk. 

Proposons-nous dés lors de généraliser la théorie d’Einstein et de 
trouver des équations définissant les gik et 4^^. L’idée la plus simple, 
tout au moins pour les régions d’univers vides de matière, est d’écrire 

(15) (a, P = 1 , 2 , 3, 4, 5), 


(*) Il est nécessaire de préciser davantage la classe de ces mouvements, mais nous 
nous bornons à une suggestion. 

(2) Cf. [13 et 14]. 
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les Rotp étant les composantes du tenseur de Riemann contracté relatif 
au ds^ défini par ( i4)‘ 

Or, pour a, (3 = 1 , 2 , 3, 4? les équations (i 5) sont précisément 
celles d^Einstein pour un ds'^ d^univers à quatre dimensions dont 
les gik{i) /r^i, 2 , 3, 4) sont les coefficients, pourvu qu’on néglige 

les dérivées ^ vis-à-vis des c’est-à-dire « pourvu que ne 

O oc i U OC I 

soit pas trop variable ». 

Les équations 

Rao — O (a = 1 , 3, 4j 


sont identiquement vérifiées et l’équation 


s’écrit 


R55== o 


(i6) 


frht 


()xA ()xf* 


( 


r'' « 


/ ()x^ ~~ 


où les sont les symboles de Christoffel de la forme gin dxi dxn^ 
les g^^^ étant relatifs à la même forme. 

On peut formuler dès lors le théorème suivant qui attache au mou- 
vement d’un point matériel une propagation d’ondes par un procédé 
invariantif différent de celui que nous avons vu aux paragraphes 
précédents : 

Si l’on considère un univers elnsteinien comme une section j?B=const. 
d’un univers à cinq dimensions (.^i, ^ 3 ) dont le ds'^ est 

de la forme ( 14)7 l^s équations de la gravitation dans le vide sont les 

équations Riyt=o(f, Â’ = i, 2 , 3, 4)? ^si les dérivées^ sont négli- 
geables vis-à-vis des dérivées relatives à ce et les lignes 

d’univers d’un point matériel, dans un tel champ, sont les bicaracté- 
ristiques de l’équation R/, 4 = o qui détermine 4 ' lorsque les gin sont 
connus. 

L’équation R^^^o pourrait jouer le rôle de l’équation de 
Schrôdinger (^). Si l’on ne néglige plus les vis-à-vis des on 

peut admettre que les termes laissés de côté dans R/yt=o(î, /r = i, 
2 , 3, 4) traduisent l’influence sur le champ de gravitation des champs 


(‘) Dans cc cas il est préférable de remplacer par où ^ est une fonction 
complexe, ^ étant la quantité conjuguée. 
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d’ondes que l’équation o définit. On pourrait dire alors que le 

point matériel trouble le champ défini par les gik{i^ /rr=i, 2 , 3, 4) 
d’abord par les ondes qui lui sont attachées avant de le faire par sa 
masse. 

39. Il pouvait venir immédiatement à l’esprit des chercheurs 
d’examiner à quelles équations on est conduit si l’on considère un rf.y- 
de la multiplicité M 5 dont les ne fussent plus nuis. On retrouve 
ainsi la théorie unitaire de M. Kaluza [30] et l’extension qu’en ont 
donnée MM. Gonseth et Juvet [13 et 14]. Si l’on pose 

ds^-— .f"a[3 dx^ (>, [i = i, 2 , 3, 4, 5; 

avec ou ^ 4 ^, on est conduit en admettant d’abord que les 

g^,(iz=zi^ 2 , 3, 4 ) soient très petits, à écrire des équations générali- 
sant celles d’Einstein 

( 17 » Ra3= (a, ,8 = i, 2 , 3, 4, 5), 

dont les dix premières (a — i, 2 , 3, 4) sont les équations ordinaires 
de la gravitation, dont les quatre suivantes («“5, |3 = i , 2 , 3, 4) 
sont les équations de Maxwell définissant les potentiels cp, en fonction 
du courant, pourvu qu’on pose 

.sw = ”9/, 

r étant une constante; enfin si a ~ |3 = 5 on retrouve une équation du 
second ordre pour Cela suppose qu’on néglige les dérivées par rap- 
port à devant les autres dérivées. Ces conclusions Impliquent qu’on 
a défini le tenseur d’énergic-matière de manière à généraliser 
celui qu’Einstein a introduit dans sa théorie. On y arrive en posant 

or 

( 18 ) dx^^-ds, 

P 

qui définit le cinquième paramètre directeur, dans la M 5 , de la ligne 
d’univers d’un point d’un milieu continu dont la densité massique 
est P et la densité électrique <t. 

Cette dernière équation s’impose de plus, si l’on part des équations 
du mouvement de l’électricité écrit au moyen de la force de Lorentz, 
et qu’on cherche à les interpréter comme celles qui définissent un 
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déplacement parallèle dans M 5 au sens de M. Levi-Civila. La notion 
de force est ainsi bannie. M. L. de Broglie a fait une remarque ana- 
logue [3]. 

Ce qu’on peut retenir de cette théorie unitaire, c’est qu’il est pos- 
sible de tenir compte dans les équations de la gravitation des champs 
d’ondes créés par le mouvement de la matière. Dès l’instant où ces 
champs ne sont plus un simple artifice formel, mais qu’on leur accorde 
une véritable signification physique, leur influence sur les champs 
de gravitation peut n’ètre pas négligeable et les remarques précédentes 
montrent comment on pourrait en tenir compte. 

L’équation ( 18 ), appliquée à un électron, suggérerait que le rap- 
port de la charge à la masse pourrait varier. Physiquement, il y a là 
une grosse difficulté, mais en restant dans le cadre d’une théorie des 
milieux continus qui est proprement celui d'une théorie des chatnps, 
cette difficulté disparaît. 

Enfin, si l’on établit une théorie invarianlive fondée sur le ds'^ 
de M 5 en considérant les dérivées par rapport à ^5 au même titre que 
les dérivées par rapport aux autres variables, la simplicilé des rapports 
entre l’équation ( 17 ) pour laquelle a = j3 = 5 et les géodésiques du rf.v-, 
qui devraient définir alors les lignes d’univers des mouvements d’un 
point épreuve chargé, disparaît. Ces géodésiques ne sont plus les 
blcaractéristiques de l’équation d’indices 55. Mais dans ce cas, le 
champ électromagnétique est prédominant et probablement déjà, 
l’approximation de l’optique géométrique n’est plus admissible. 


Périodicité des ondes de la mécanique. 

40. Quoi qu’il en soit des tentatives précédentes très formelles 
encore, d’unification des théories des champs (Q, on peut essayer 
de se placer à un tout autre point de vue, plus conforme à flustoire 
de la mécanique ondulatoire et plus propre à en faire comprendre 
l’état actuel. On sait que l’idée essentielle de M. L. de Broglie réside 
dans le postulat très hardi d’attacher une fréquence, ou si l’on préfère, 
une périodicité à toute particule en mouvement. 


(^) On verra dans un fascicule de celte collection, dû à M. de Donder, [10], un 
exposé de tentatives semblables. 
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Dès lors, il convient d’examiner quelles conséquences on peut tirer 
de l’hypothèse d’après laquelle les ondes d’Hamilton-Vessiot seraient 
elles-mêmes périodiques. Et tout d’abord, de même qu’en optique 
c’est le rayon qui fut la première notion à laquelle s’accrocha la 
théorie, puis lorsqu’il devint évident, pour les phénomènes à petite 
échelle, que cette notion était insuffisante et que celle d’une onde pério- 
dique devenait nécessaire, de même peut-on penser que la trajectoire^ 
ou la ligne univers d’un point matériel sont des notions insuffisantes 
pour des phénomènes qui se déroulent à l’échelle atomique, et que 
la notion d^onde convenablement introduite en dynamique servirait 
à mettre de l’ordre dans la physique quantique. 

Le problème conservera pour nous un aspect très formel; dans ce 
petit livre, il n’est pas possible de colorier, par des touches physiques, 
l’esquisse très dépouillée que les considérations précédentes nous 
permettent de faire. Il faut dire simplement que les longueurs d’ondes 
attachées aux mouvements étudiés par la mécanique classique doivent 
être d’une extrême petitesse : les effets « physiques » de ces ondes 
doivent être si faibles que l’on doit comprendre immédiatement 
pourquoi pas plus le mécanicien que l’astronome ne purent jadis les 
observer. 

Notre but est donc d’introduire la notion d’onde périodique comme 
prolégomèneà une mécanique qui admettrait la mécanique analytique 
comme première approximation de même que l’optique physique 
admet l’optique géométrique comme première approximation. 


41. Naturellement, de même que c’est par l’équation de d’A.lem- 
bert que se compléta l’optique lorsqu’elle passa, grâce à KirchhofT, 
du stade « géométrique » au stade « physique » le plus évolué, c’est par 
une équation du second ordre qu’il conviendra de compléter la méca- 
nique analytique. 

Pour préciser toutes les circonstances dans lesquelles une telle équa- 
tion du second ordre a été utilement employée, le mieux est de se 
placer dans le cadre de la relativité restreinte. L’équation de Jacobi, 
dans l’hypothèse d’un champ dérivant d’un potentiel, a été rappelée 
au paragraphe 18. L’équation (i3) de ce paragraphe doit être l’équa- 
tion des caractéristiques d’une équation du second ordre. La plus 
simple équation de propagation qu’on puisse proposer est évidem- 
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ment ( ^ ) : 

2 


(19) 


àx} 


1. A — 

c- àx'l \ 2 mÀ * dXi i 


l£- 
àx^ 


1 à- Z 

c- ^ àx!,àxf, 


) 




La variable ^5 provient de ce que le temps de la propagation est, 
dans Finterprétation indiquée au paragraphe 18, la variable S; 
nous l’appellerons Xr^ et nous nous souviendrons que les équations des 
surfaces d’ondes sont de la forme 

S =/(^i, Xi, ^3, X!,) 

puisque le régime est permanent, ou encore 

x^->r <r( Xi, Xi, X3, Xi ) = const. 

Introduire dans le débat l’idée d’ondes périodiques, c’est chercher 
des solutions de (19) qui seraient des fonctions^ contenant en facteur 
un sinus, la fonction sous le signe sin devant être constante sur les 
surfaces d’ondes, ce qui revient à poser 

Z = n sin|ji[.'r6-h o(x}, xt, x^, ^^4 )], 


où a est une fonction de x^ et Xl^. Il est naturel, en effet, 

d’admettre qu’elle ne dépend pas de ^5 à cause de la permanence du 
régime de propagation. Le facteur p dans la phase est une constante. 
Il est préférable d’ailleurs d’écrire 

Z = .X*!, ^372, X 3 , Xi) 

et l’on voit sans peine que ^ vérifie l’équation suivante d’où procèdent 
toutes les équations dites de Schrôdinger : 



(‘) Comparer avec de Donder [10] et Géhéniîyi [J1 et 12]. 
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qui ne contient plus Xx,{cf, Gordon [15], qui a donné le preriiier une 
équation relativiste de Schrodinger). 

On devra dés lors chercher des solutions de la forme 

(21) 'P = a( ./*!, ./‘î, ./-v ) 

mais, afin de ne pas introduire des longueurs d’ondes trop grandes, 
nous supposerons que est un très grand nombre. En reprenant les 
calculs du paragraphe 30, et en changeant le sinus en exponentielle, 
on trouve que, si l’on peut négliger jui devant elles termes indé- 
pendants de /JL devant les termes en /jl(^), cp doit vérifier l’équation 


i-\\ 



I 


qui se trouve précisément être l’équation de Jacobi (i3) du para- 
graphe 18 (-). I.cs surfaces d’égale |)haso, dans une propagation 

d’ondes périodiques dont la fréquence en j?;, r=S, soit est très 

grande, sont les caractéristiques de l’équation ( 20 ). Â.vec la même 
approximation, les bicaractéristiques de ( 22 ) sont les lignes d’univers 
d’un point de masse et de charge £ qui se déplace dans le champ 

de potentiel A. On voit donc bien que si l’on admet que l’équation 
du second ordre ( 20 ) régit la dynamique du point matériel, dans une 
mécanique où les ondes jouent un rôle essentiel, la notion de rayon, 
c’est-à-dire de trajectoire, conserve un sens utile en première approxi- 
mation. 


Interprétation probabiliste. 

42. 11 est naturel de rechercher ce qui signifient les équations 
qu’on obtient en annulant le terme eu /jl et le terme indépendant de /jl 
par la substitution de ( 21 ) dans ( 20 ). 


(’) Il faut remarquer que dans le problème actuel certains coefficients sont de 
l’ordre de pi. 

(2) Il convient de citer que M. Debye avait fait une remarque fort intéressante 
sur la relation entre l’équation de propagation et celle de l’optique géométrique; 
il avait déjà signalé que cette dernière résulte de la première par un passage à la 
liinitc lorsque la longueur d’onde de la lumière considérée tend vers zéro. Cette 
remarque a été citée par MM. Spmpierfed et Runge [37]. 
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M. L. de Broglie en a donné une interprétation fort élégante pour 
le cas où Ton se borne à l’approximation newtonienne de la djna- 
inique [4, p. 85]. 11 est possible de l’étendre au cas de la relativité 
restreinte. L’équation fournie par le terme en jj., qui est d’ailleurs 
aussi celle qu’on obtient en auniilaiil le terme en i après la substitu- 
tion de {[il) dans (‘^.o). est 


(23) 


/ — :i 


^ (hf f):. I 

àj'i O.i'i c- 


i. -;r 1 



()(( ()o 

i)x>^ 


i 






qui s’écrit, après multiplication par 2 a, 



car, d’après la relation de Lorentz entre les potentiels, on a ( ’ ) 



1 'Ih 

i).V, 


Considérons le quadrivecteur W dont les composantes covariantes 
sont 

(22) W / {) i' L' ( ^ 1 J J 3 , ^ I ) . 


L’équation ( 24 ) peut s’écrire 


Soit 

( 26 ) 


I ) 

i ()j'i 


Div a~ \V = O, 


(•) Cette relation ^ utilisant les notations habituelles du calcul 

i-\ 

tensoricl. Or A,- — A' (/=i, a, 3) et car la forme fondamentale 

est dxl — dx'\ — dxl — dxl. 



58 


GUSTAVE JÜVET. 


OÙ Div est le symbole de la divergence d’univers, car 


et 


\Vi=:_ Wf *2, 3) 

W‘ = Wt. 

c- 


II y a donc un fluide fictif, dont il faut trouver la définition, qui a 

— 

pour quantité de mouvement quadridimensionnelle le vecteur W ; 
l’équation (26) est l’équation de continuité de ce fluide. 


43. Définissons, relativement à une équation de Jacobi quelconque, 
des classes de mouvements. Soit une intégrale complète 

S ( ^ 1 , . . . , (lu ) 

d’une équation de Jacobi. On sait qu’il faut encore n constantes arbi- 
traires pour définir l’intégrale générale des équations du mouvement. 
Nous dirons que tous les mouvements pour lesquels a-t, . . ., an sont 
fixés font partie d’une même classe. On considérera alors des corpus- 
cules identiques dont les mouvements sont tous d’une seule classe; il 
y en a 00'^ (correspondant aux valeurs des n constantes qui n’inter- 
viennent pas dans l’intégrale complète). Ces points matériels forment 
un fluide qui remplit une région de l’espace des qi. C’est de la vitesse, 
par suite de la quantité de mouvement, des points de ce fluide que nous 
allons nous occuper dans le cas particulier du problème précédent. 
Remarquons que ce fluide fictif est formé de particules matérielles qui 
n’ont aucune action les unes sur les autres. 

La donnée des constantes ai dans l’intégrale complète définit 
parfaitement, en chaque [point de l’espace dos les valeurs des pi 
relatives à la particule qui s’y trouve (^). Or les pi sont les compo- 
santes d’un champ qui, dans le fluide, servent à caractériser la quan- 
tité de mouvement. On peut donc dire que l’on connaît, lorsqu’on se 
donne une classe de mouvements, un champ de vitesses d’un certain 
fluide. Si, dés lors, d’un point matériel on sait à quelle classe son 


(*) Dans le cas d’un régime stationnaire, l’un des est le temps ordinaire; le 
temps de la propagation a été éliminé; en décomposant E„ en «espace» et en temps, 
on détermine avec les />■ l’état d’une grandeur en un point de « l’espace » à un 
instant. 
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mouvement appartient, on ne connaît rien de sa position. On sait 
seulement qu’il est une particule d’un certain Iluide, défini par des 
variables d’Euler. 

Or supposons que la densité de ce fluide soit très grande dans une 
petite région et très faible ailleurs. Ne sachant rien sur la position du 
point matériel qui nous occupe, ne pourrions-nous pas dire qu’il y a 
des chances pour qu’on le trouve précisément dans les régions où la 
densité du fluide est grande ? 

Il est donc naturel de considérer la densité du fluide fictif, qui est 
en quelque sorte le collectif des mouvements de toute une classe, 
comme une probabilité relative^ comme une densité de probabilité^ 
ou encore comme une mesure de la probabilité de présence en un 
point, à un instant, de notre corpuscule. 

On voit donc que c’est en se posant une question bien naturelle 
qu’on est conduit à introduire le calcul des probabilités dans la méca- 
nique analytique, ou plutôt dans la conception ondulatoire de la méca- 
nique analytique. 

Une étude plus systématique de ce qu’il a appelé la méthode eulé- 
rienne d’étude des champs de forces a été faite tout récemment par 
M. J. Ullrno [42]. 

44. Reprenons le calcul du paragraphe 42 et cherchons l’interpré- 

tation du quadrivecteur W. Il suffit pour cela de se reporter au para- 
graphe 18. On voit que 

(27) W = - 

c 


et, par suite, l’équation de continuité (26) s’écrit 


t—k 



/— t 


Or le vecteur d’univers dont les composantes contra variantes sont 


dx 

ds 


est la quantité de mouvement généralisée du point que nous considé- 
rons. Le fluide fictif que nous considérons a une densité égale à 
et l’on peut dire que a^ = mesure la probabilité qu’à l’instant 
le point matériel de masse t/Iq, dont on ne sait qu’une chose, c’est que 
son mouvement est de la classe déterminée par le choix des constantes 
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qui entrent dans l'intégrale complète cp de l'équation de Jacobi (22), 
se trouve au point ^2, ^3). 

Remarquons que la fonction a est déterminée par Téquation 


< 9.8 ) 



I 

c- f)x'l 


= O, 


qu’on obtient en écrivant que le terme indépendant de p. dans (20) où 
l’on a substitué (21) est niiL 

Il est naturel, puisque a est déterminé à un facteur constant 
près, de le noriner de manière que la probabilité totale de trouver le 
point consi(]éré à quelque endroit à un instant X', soit précisément 
runité. On n'aurait qu’à écrire, en intégrant sur tout l’espace, 

///«•'’='■ 


Mais cette équation n’est pas invariante vis-à-vis des transformations 
de Lorentz. On pourrait écrire aussi 


im 


dj'\ (Ixt dx-.i dx,^ = i, 


OÙ le domaine d’intégration est tout l’univers, mais en général, cetle 
intégrale est divergente. 

Il y a là une difficulté assez grave qui a conduit, avec d’autres 
d’ailleurs, à une nouvelle théorie de la mécanique ondulatoire, due à 
M. Dirac et dans laquelle l’équation du second ordre (20) est rem- 
placée par un système d’équations du premier ordre qui, itéré, 
conduit à (20). Comme M. Racah [ 35 ] l’a montré, il y a une relation 
entre le nouveau système et l’équation de Jacobi qui définit précisé- 
ment les caractéristiques du système. Il est impossible, dans le cadre 
de cet ouvrage, d’exposer la ihéorie de Dirac. On sait son importance 
et sa fécondité. M. L. de Broglie a montré qu’elle conduit, à son 
tour, à des difficultés provenant encore du rôle dissymétrique qu’elle 
fait jouer, malgré son origine, à l’espace et au temps [ 5 ]. 


45 . Il faut remarquer que si l’on abandonne l’approximation de 
l’optique géométrique, il n’est plus possible de déterminer a et cp par 
les deux équations à une inconnue (22) et (28). Cependant l’équa- 
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tion (a 3 ) persiste car elle provient aussi bien de Tannulalion du 
terme en i que de celle du terme en /jl dans la substitution de ( 21 ) 
dans (20) ( ’ ). 

Elle peut toujours s’interpiV*ter par (26)/ mais W a maintenant un 
sens différent puisqu’on ne peut plus l’exprimer avec une solution 
de l’équation de Jacobi. La relation entre a et 9, qu’on obtient en 
annulant le terme réel après avoir substitué (21) dans (20), s’écrit 



On donne, dans les traités, une autre forme à W que celle que 
nous avons donnée plus haut (27). On part de l’équation (20), on y 

c hange i en — cp en '>p, les A/., ^ et a restant inchangés. On obtient 
une équation (20 ) qu’il est inutile d’écrire. On multiplie les deux 
membres de (20) par cp, ceux de (20') par et l’on soustrait membre 
à membre les équations obtenues. On trouve sans ])eine [ 5 . p. (> 3 ], 
après avoir tenu compte de la relation de Lorentz : 


< 29) 



/ - r 1 


les composantes covariantes de G sont : 




' fU/, 


■s .S) 


— 2îas/A4'^'<p 


-(î5 


(Jj'A- 


( 4 -^ 1 , •>, 3 ), 


On retrouve (26) en remplaçant ^ par et par ae dans (29). 
Le vecteur G s’appelle parfois le courant de probabilité (d’univers). 


46 . Le lecteur verra sans peine comment les équations des para- 
graphes précédents se simplifient lorsqu’on se borne à l’approxima- 


(') Bien entendu, après simplification par 

MEMORIAL DES SG. MATH. — N* 83 . 
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lion newtonienne. En particulier, Téquation de continuité devient 


— h = O, 

f)t ’ 


où et e est la vitesse ordinaire du point dans le fluide fictif. 

On norme ici a sans avoir de difficultés concernant Tinvariance 



a- dæ dy dz ~ 




le domaine d’intégration étant tout l’espace. Notre propos n’est pas 
d’entrer plus avant dans la mécanique ondulatoire, mais nous pouvons 
remarquer que l’équation du second ordre au moyen de laquelle on 
détermine est V équation de Schrôdinger, doit en être 

une solution uniforme,, Jinie dans tout l’espace, telle que 

/// 4 ' 

Ces conditions déterminent des fonctions fondamentales de l’équation 
de Schrodinger après qu'on ait déterminé les valeurs des paramètres 
dynamiques qui y entrent afin que l'équation ait des solutions de 
l’espèce indiquée [ 36]. 


Onde plane et constante de Planck. Principe de de Broglie. 

47. Il reste à dire quelques mots du nombre supposé très grand, 
que nous avons introduit pour passer de l’équation du second ordre 
à l’équation de Jacobi, c’est-à-dire pour obtenir aisément l’approxi- 
mation « géométrique » de la mécanique ondulatoire. 

Puisque toute l’évolution de la physique quantique a prouvé que, 
lorsqu’on peut négliger la constante h de Planck dans telle ou telle 
relation exprimant une loi quantique, on retrouve une loi de la 
physique classique, on peut penser que doit être une fonction de A, 
considéré comme un paramètre, qui tend vers l’infini lorsque h tend 
vers zéro. 


(’) Dans ce cas on part de l’équation (i:*) du paragraphe 18 et on fait les simpli- 
fications habituelles lorsqu’on passe de la relativité restreinte à la mécanique 
newtonienne. 
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Essayons, pour préciser ces remarques, de prendre le cas d’un 
point matériel de masse mo se déplaçant dans T univers, avec l’hypo- 
thèse d’un potentiel À nul. 

L’équation de propagation est alors 


( 3o ) 


i — n 



i~ i 


± 'JH 

€- ÔX'\ 


jjL* /y* (i- ']> = O. 


Les solutions les plus simples en sont 

( 3 1 ) = a eJ 


où a et les ai sont des constantes. L’onde représentée par cette fonc- 
tion est une onde plane ( ' ). On sait d’autre part que les rayons de la 
propagation, à rapproxirnation géométrique, sont des droites; les 
trajectoires du point matériel sont, en effet, en l'absence du champ, 
rectilignes et elles sont parcourues d’un mouvement uniforme; les 
lignes d’univers sont donc rectilignes; on substitue (^^i) dans (3o) 
et l’on trouve 


(3-2,) 







a 


2 


m (5 C“ . 


Mais les nombres a<, ao, ctj, sont des paramètres covariants de la 
normale à Fonde plane, ils sont proportionnels aux paramétres cova- 
rianls de la quantité de mouvement généralisée. On aura, k élan! un 
facteur à déterminer, 


ai — — kniQ 



m = kniftC- —7—' ‘ 

fis 


En substituant dans (3^), on trouve k * = i . 

D'autre part, la fréquence de Fonde considérée étant v, relativement 
au temps on doit avoir (2) 

» I 

— i- = 2 71 /-V'Jy. 
flTi 


Si /n,) “ O, on a l’équation de l’optique. A propos de cette équation, il convient 
de citer l’étude très pénétrante de M. Le Roux [19] dont les considérations 
s’apparentent à celles que nous faisons ici. 

(2) Il pourrait y avoir ici quelque incertitude sur la voie à suivre. Nous avons 
remarqué plus haut que doit être périodique en si l’on veut utiliser la théorie 
de MM. Delassus et Hadamard. Lorsque l’on traite des problèmes srtnples, la 

5 . 
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Or, on a 

^ dxK , . moc- , 

_ = -57 + = 


OÙ |3 — \> étant la vitesse de la particule (dans Fespace). On 
pourra donc poser 

(33) ‘iJüv = 

La quantité représente V énergie E du point matériel. Dans 

un très grand nombre de phénomènes, en particulier dans ceux qui 
concernent le rayonnement, on a été amené à attacher une fréquence 
aux éléments d’énergie qui semblent émis ou absorbés d’une manière 
discontinue. M. L. de Broglie, on le sait [2], a pensé qu’il convenait 
d’étendre la relation du quantum dont Planck, Einstein et Bohr 
avaient fait un si fécond usage. Il a proposé de faire correspondre, à 
tout phénomène où la quantité d’énergie E est mise en jeu. une 
fréquence v par la condition 

(34) E = /iv (1). 


Dès lors la relation (33) qui s’écrit, si précisément Ton admet que 
Tonde de la mécanique analytique a la fréquence indiquée par le 
principe de de Broglie, 

2 TZV = JJ, E = JJ, 4 V , 


prouve que 



fonction cp est linéaire en donc la périodicité relativement à Xr^ entraîne la 
périodicité relativement îi x^. Il serait intéressant, dans les cas les plus généraux, 
de s’en tenir à la périodicité en et de ne pas ajouter l’hypotlièse de la périodi- 
cité en x^. Gela reviendrait, dans le développement ultérieur de la mécanique quan- 
tique, à ne pas faire jouer un rôle privilégié à l’énergie et peut-être gagnerions- 
nous par surcroît celte théorie tant souhaitée aujourd’hui où l’espace et le temps 
ne joueraient pas des rôles trop différents. II y aurait même des chances pour que 
la signification de la constante h fût éclairée par le rôle essentiel joué par x,^^ c’est- 
à-dire par V action. 

(^) Il convient de citer ici un travail de M. Persico [34]; cet auteur a montré 
que si l’on admet que l’énergie est une fonction de la fréquence, une théorie de la 
propagation, toute semblable à celle que nous avons développée ci-dessus, conduit 
finalement à la relation E = /tv. 
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Vitesse de groupe. 


48. Il se présente cependant dés l’abord une difficulté assez grave 
dont M. L. de Broglie est venu à chef d’une géniale manière. Nous 
l’avons d’ailleurs signalée ü j a longtemps déjà; elle se présente dès 
l’instant où l’on introduit le mouvement par ondes dans la mécanique 
analytique {cf. Chap. IV, §33). La vitesse de propagation d^une 
onde attachée au mouvement d^un point matériel n'est pas égale 
à la vitesse du point matériel. 

On peut s’en rendre compte immédiatement sur l’exemple que 
nous venons de traiter en calculant la vitesse de l’onde plane. Le plus 
simple est de remarquer (jue pour cette onde plane 


àx'i 




dès lors l’équation (do) peut s’écrire 


( 35 ) 
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si l’on pose m^)C‘ — v„ étant la fréquence attachée au point maté- 
riel pour un observateur par rapport auquel il est au repos; dans ce 
cas, en effet, la masse m^^ est équivalente à l’énergie m^^c- (’), 
La vitesse de l’onde est dés lors, d’après (35), 
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c’est-à-dire qu’elle est supérieure à c car ^ i . On a, d’autre part. 


F 2 

== I - 

E"- 


m C i 


= r- : 


C- * 


(') La relation W = Av pour l'énergie, en entraîne naturellemonl par rovariance 
(l’auties pour les composantes de la quantité de mouvement, comme M. L. de Bro- 
glie l’a montré. De plus, nous nous bornons ici au cas très simple de Tonde plane; 
la généralisation aux cas où le champ de forces est quelconque a été poursuivie 
aussi avec succès par le fondateur de la mécanique ondulatoire. Dans le cas d’un 
çhamp cinsteinien, M. Levi-Civita a introduit la notion d’onde au sens local [24]. 
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donc 



if 


Le produit de la vitesse du point matériel par la vitesse de 
Vonde plane qui lui est associée est égal au carré de la vitesse de 
la lumière. 

En optique, on savait déjà depuis longtemps que la vitesse de 
phase dans un milieu dispersif n'est pas égale à la vitesse de transport 
de l’énergie. On avait reconnu, depuis Lord Rayleigh, que si /i, 
V indice de réfraction du milieu où se propagent les ondes, est une 
fonction de la fréquence, la vitesse U, dite vitesse de groupe^ suivant 
laquelle se propage l’énergie est donnée par la formule 

I I d(n^ ) 

TJ "" c ""Jÿv 

Or, dans notre problème, on voit que 

V = r. 

La vitesse du point matériel est égale, dans le cas simple qui nous 
occupe, à la vitesse de groupe des ondes planes qui sont attachées au 
mouvement du point. 

Ce principe, très général, placé avec le principe de la fréquence, à 
la racine de la mécanique ondulatoire, a été étudié, d’une manière 
exhaustive, par IM. L. de Broglie, dans son Introduction à V étude 
de la Mécanique ondulatoire ; nous y renvoyons le lecteur. Il nous 
suffit d’avoir montré le début du chemin qui, partant de la mécanique 
analytique, conduit à la mécanique ondulatoire. Pressentie par 
Hamilton, préparée par MM. Vessiot et Hadarnard, cette voie nouvelh* 
dans laquelle MM. L. de Broglie et Schrodinger se sont hardiment 
avancés, a pénétré au cœur d’une province nouvelle delà philosophie 
naturelle. On peut l’explorer plus complètement par d’autres voies, 
mais il nous semble qu’aucune n’est plus attrayante que celle que 
nous avons décrite au cours de cet essai. 
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